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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第１部　基礎　改訂版」　を使用します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本章では、１組のデータの解析を取り上げます。
　本節では、対数変換と対数正規分布を取り上げます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの 81 頁からです。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　ここでは、対数変換と対数正規分布について説明します。また、対数変換の他、いくつかの数値変換についても紹介します。
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。



(T U&IC p.81

O X XA A & X EE AR D0
O9H (FBE) MEDEZED, END (RE) MREL, REVWAICHEZSI< D
C DX DRI DIR IR0
Bz (L, MROEICFEIRBIEED HDL YRR (ALT, AST, ALP) D73fh
(BEEEREN 215 ZBRXDE. IERDMHSDIML. NEBEIDIMUBEDFEZIRET. §2.1)

40 AO HDL O5*h KEWAIC J

DL BE3IVTLS
— / e e
| {"“-h | -
| | / T4 51.825
_ BEERE 17.128305
N 40

pal- 293.37885

EE 1.878448
— | |&E  4.9920047 BZ0D15%
20 40 60 80 100 120 =T \3



プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ひずみが正の値をとり，とがりが大きく，分布が全体として大きい方に裾を引いている分布が少なくありません。
　たとえば、血液の生化学検査項目の中で，HDL や酵素系成分の ALT, AST, ALP などです。
　このグラフは、前節で解析した 40 人の血液検査の HDL のヒストグラムと箱ひげ図です。歪度と尖度ともに正で、目安の 1.5 を超えています。特に尖度が大きく　4.99　です。ヒストグラムを見ると、値の大きい方に裾を引いています。
　歪度と尖度が ±1.5 を超えると、正規分布からの外れ、小数個の外れ値の存在などを検討する必要があります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この観測値を対数変換すると正規分布に近くなる場合、元の分布を対数正規分布といいます。統計解析の手法の多くは、データが正規分布に従い、等分散であることを条件としています。したがって、この条件が満たされないときに変数変換を検討する場面は少なくありません。
　なお、対数変換による等分散化について、第 1 部の §3.4 で 2 組のデータの場合について取り上げられます。また、第 3 部の §2.1 でも詳しい説明があります。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-4.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green3-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この節では対数を使います。対数は今後もいろいろな所で使われますので、ここで対数について確認をします。テキストの 120 頁です。
　a の　大文字 X 乗イコール小文字 x の場合、log (ログ) a 底　(てい) の小文字　x イコール大文字 X　です。log は　logarithm の最初の３文字です。
　たとえば、2 を 3 回掛け合わせると 8 になります。つまり、2 の 3 乗イコール 8 です。これは、log (ログ) 2 底 (てい) の 8 イコール 3 で表せます。
　底の a が 10 の対数は常用対数です。10 の 2 乗イコール 100 です。これは ログ 10 底の 100 イコール 2 です。通常、底を省略して ログ 100 と表します。 
　底の a が ネイピア数（2.71828・・・）の対数は自然対数です。ネイピア数の 2 乗は 7.389056･・・です。これは、ログ e 底の 7.389056・・・がほぼ 2 と表せます。通常、底を省略して、ln (エルエヌ)　7.389056 と表します。ln は natural logarithm の頭文字です。
　数学の分野では自然対数を log 7.388 と表すこともあるようですが、多くの分野では、底を省略した log は常用対数です。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「2 を底とする対数」は log 2 (x) で、上の表のようになります。x=0.25, 0.5, 1, 2, 4、8 という数値の並び、すなわち数列は，左の数の 2 倍になってます。これは、2^(-2), 2^(-1), 2^0, 2^2、2へ3 と表わせます。これを 2 のべき乗といいます。この 2 の肩の数値を「2 を底とする対数」といい，log 2 (x) の形で表します。たとえば、2 を底とする 4 の対数は 2 です。
　4^3=2^6= 64 です。log2(4)=2 で log2(64)=6 なので、log2(64) は log2(4^3) であり、イコール 3×log2(4)=6 の関係が成立します。すなわち，4 を 3 乗した 64 の対数は、4 の対数の 3 倍になっています。ブルーの 3 乗は、対数の外に出して 3 倍になります。log 2(4) は 2 なので、 3×2=6 になります。
　4×8=32 を 2^2×2^3=2^5 と書き直せます。指数の 2, 3, 5 は 4, 8, 32 の対数です。指数の 2 と指数の 3 を加えると指数の 5 が得られます。すなわち，32 の対数 5 は、4 の対数 2 と 8 の対数 3 の和になっています。このように，対数を使うことにより，乗算が加算に置き換えられます。
　以上の性質は，底が 2 であることに限定されず，一般的に成立します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「10 を底とする小文字 x の対数」を常用対数といいます。log(10) は 10^x の逆関数です。
　中段の表のように、0.01, 0.1, 1, 10, 100、1000 という数列は，左の数の 10 倍になってます。10^(－2), 10^(－1), 10^0, 10^2、10^3 の常用対数は、-2, -1, 0, 1, 2, 3 です。
　ルート(10) = 3.16・・・ の常用対数を考えます。ルート(10)^2 は 10^1、したがって、ルート(10) は 10^0.5、10^(1/2) と表します。これにより、ルート(10)=3.16･･･ の常用対数は 0.5 となります。
　Excel では LOG 関数を用いて値が得られます。
　テキストにはありませんが、ルート(10) の等比数列を示します。濃度などを等比数列で設定する場合、0.1、1、10、100 の間にも設定するために、ルート(10) の等比数列を使います。下段の表は初項 0.1、公比ルート(10) の等比数列です。x の常用対数を取ると、等間隔に設定されていることtが確認できます。 
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「ネイピア数 e を底とする小文字 x の対数」が自然対数です。ln(x) は e^x の逆関数です。e^X = x とすると X=ln(x) です。なお、e^X を exp(X) と表します。指数 X の部分が分数や複雑な式になるときに記述しやすいというメリットがあります。
　Excel 関数では、LN 関数を使います。一番下の表のように、a を底とする対数、常用対数、自然対数は、一般にこのように表します。また、Excel、JMPで、それぞれの関数が整備されています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　右のグラフは、自然対数の対数関数 y=ln(x) です。対数曲線といいます。このグラフの底は e ですが、どの底の対数でも、このように (x, y)=(1, 0) を通ります。
　また、積と商の形の対数はそれぞれ和と差に分解されます。特に、積の対数が和に分解される変形は、この後で出てきますので、ここで確認しておいてください。　
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　対数正規分布の事例を２つ示してその性質を説明します。
　なお、本章は１組のデータの解析です。２組以上のデータの差を解析するような事例は、次章以降に取り上げられます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「基礎改2.xls」を読み込み、名前ボックスから　表示 2.3.1 (Fig23_01) を選択します（操作）。
　事例 1 のデータとその箱ひげ図です。サンプルサイズ n=20 の 1 組のデータです。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示2.3.1 で、オレンジ枠の B 列と C 列が n=20 の観測値 x です。その下に、この基本統計量があります。平均が 25.7 、標準偏差が 23.5 です。ひずみは 1.73 で正です。目安の値 1.5 よりも大きいことから，大きい方に裾を引いていることが分かります。
　これの箱ひげ図が上のオレンジ枠で示したグラフです。前節 §2.1 で説明したマクロにより作成した箱ひげ図です。中央値が箱の左側、すなわち小さい方に寄っており，大きい方のひげが小さい方のひげよりも長く，分布が大きい方に裾を引いている非対称な分布であることが分かります。また，大きい方の 2つの観測値が外れ値として表示されていまです。この値が、表では赤い数値で示されています。
　なお、実務でマクロを使って箱ひげ図を作成することはないと思われますので、マクロに関心のある方は実際に操作してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このデータ x を自然対数に変換した値が，ブルー枠の D 列と E 列の ln(x) の欄です。この基本統計量が下に計算されています。この箱ひげ図が中段の図です。このひずみは 0.35 と 0 に近くなり，箱ひげ図で外れ値の表示がなくなりました。ひげの長さは左右対称です。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下段の箱ひげ図は、オレンジ枠の B 列と C 列のデータをマクロの中で対数変換して描かれています。このマクロには対数変換を自動で行うスイッチがあり、データの範囲を示すセルの右側に「L」を入力すると自然対数に変換して箱ひげ図が直接描けるようになっています。
　したがって、ブルー枠で示した中段の箱ひげ図と下段の箱ひげ図は同じです。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　対数変換前のデータの変動係数 CV は、オレンジ枠で示した 0.91 ですが、対数変換したデータの変動係数は、ブルー枠のように空白になっています。対数変換した値の変動係数は意味を持たないので、計算しません。その理由を説明します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　事例２で、変動係数を説明します。
　右の表の左２列の「身長」は 5 人の身長の測定値で、左が センチ の単位、右は インチ の単位で表しています。同一人の身長ですが、単位の取り方で平均値と標準偏差は異なります。しかし、ブルー枠で示した変動係数は 0.099 で一致します。このように、単位が異なっても変動係数は一致します。これが、変動係数の性質であり、利点です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この右に、「身長」を自然対数に変換した 2 列の 「ln(身長)」 があります。ブルー枠で示したように、対数を取ると、身長の標準偏差はどちらの単位で計測しても、0.100 で一致します。しかし，対数の平均値は単位によって異なるので，オレンジ枠で示した変動係数は cm の 0.019 と　inch の 0.024 となり一致しません。実は、対数変換値は前の節 §2.1(5) で説明した間隔尺度になります。左の表にあるように、対数変換値は絶対的なゼロが定義できません。オレンジ枠で示したように、対数変換値の変動係数を求めることは誤りです。対数変換値は負の値を取ることもあるので、なおさら対数変換することはできません。また、対数変換値をさらに対数変換することはできません。
　なお、ブルー枠で示したように、対数変換する前の変動係数 0.099 と、対数変換後の標準偏差 0.100 がほぼ一致していますが、これは偶然ではありません。これについては、後で説明します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　なお、ブルーの両矢印で示したように、対数変換する前の変動係数 0.099 と、対数変換後の標準偏差 0.100 がほぼ一致していますが、これは偶然ではありません。これについては、後で説明します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf

X EERE D DE] (3)

@55l 3
JMP J7 1)L [2-E&.jmpl| Z&FEdrAdr
40 NDFERZII DT — 5 %= F)
1#8D7—5dDFEF E LU THDL (HDL OLRXFO-)LDfE) ZED £IF5D (RE 2.3)

[ 1 DT —4
DE

q (] =

= No. ffin BE @#F  MWE(E) IOE(F) TC HDL |fRiEEERS | TN | mDiE BMI mE=
1. 1 40| 169 75 126 78 200 37 141| 7.5 95 (0.002625% 48
2 2 41| 164 75 104 70 197 36 155, 7.4 88 |0.0027885: 34
3 3 42| 161 68 152 92 300 28 580| 8.3 1170.0026233¢ 60
4 4 43| 169 73 120 92 199 52 9| 6.7 83(0.0025559: 28
5 5 43| 177 63 112 64 183 52 95| 7.4 89 (0.0020109; 48
6 6 43| 166 57 118 82 224 67 113| 7.3 94 | D.0020685: 36
Fi 7 43 170 a5 118 i 194 \_ A7 183 7.9 23100022491 A6



プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、事例３で、対数正規分布を考えます。　「2-演習.jmp」をダブルクリックして JMP を立ち上げて読み込みます（操作）。
　このような 40 人の健康診断のデータが表示されます。この中から、１組のデータの事例として HDL（HDL コレステロールの値）を取り上げます。　これは課題 2.3 の内容です
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　HDL を対数変換して、対数変換の前と後のデータを比較します。
　JMP のデータテーブルの右端には空いている列が並んでいます。ここに新しい列を作成し，対数変換する式を入力して、HDL 列を対数変換します。この対数変換前のデータと、対数変換したデータを JMP の［一変量の分布］で解析して結果を比較します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、データテーブルの右端の空の列の上で右クリックします。メニューから［列の新規作成...］を選択します（操作）。
　ダイアログボックスで列名を入力します。ここでは、「ln(HDL)」とします（操作）。
　データタイプは数値、尺度は連続尺度であることを確認して、［列プロパティ］＞［計算式］を選択します（操作）。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「計算式エディタ」が表示されるので、計算式を入力します。最初に全体を説明します。
　計算式エディタは、大きく４つの部分からなります。(1)定数・テーブル変数・テーブル列・ローカル変数・パラメータの部分があります。ここでは、この中の［テーブル列］を使います。その右に(2) キーバッドの演算子があります。その右に、(3) 関数があります。ここから対数関数を選択します。その下に(4)計算式を入力する編集領域があります。
　入力の手順を下段に示します。この順番で入力していきます。
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プレゼンテーションのノート
　ここで、(4)計算式編集領域を使い、新しい列に計算式を入力します。中央にある赤い四角の中に計算式を入力していきます。まず、関数（グループ別）＞超越関数＞Logを選択します（操作）。
　JMPの対数は、自然対数が Log、常用対数が Log10 になっています。ここでは自然対数を使います。関数を選択すると、赤い四角の中に対数の式が表示されます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　計算式編集領域の中にある赤い四角の部分が、現在の入力対象です。Log の中が赤い四角になってます。ここで、テーブル列から変数の HDL を選択すると、この赤い四角の中に HDL が入ります（操作）。
　ここまで入力できたら［OK］、次のダイアログも［OK］を選択します（操作）。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　新規に ln(HDL) という列が作成され、中に HDL の値を対数変換した数値があります。
　JMP 以外、たとえば Excel で対数変換をして、その変換値を JMP に張り付けた場合、桁落ちによる計算誤差が問題になる場合があります。対数変換などの変数変換は、JMP、R などの解析する統計ソフト上で行うようにします。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、HDL と ln(HDL) の２変数について，[一変量の分布] でヒストグラムと要約統計量を表示させます（操作）。詳細は、§2.1を参照してください。Alt キーを押してトップメニューを表示させて、［分析］＞［一変量の分布］＞［Y,列］に「HDL」　と 「ln(HDL)」の 2 変数を選択して実行します。
　要約統計量に、分散、歪度、尖度、変動係数を追加します（操作）。
　一変量の分布の▼＞［積み重ねて表示］をクリックしてチェックを入れます（操作）。�　さらに、右図のように、「HDL」隣の▼＞［工程能力分析］［連続分布のあてはめ］＞［正規］、［対数正規］を選択すると、2 つの曲線が追加されます（操作）。
　同様にして、「ln(HDL)」 には[正規] だけをあてはめます（操作）。
　なお、次のスライド 2 枚で、入力の補足を行います。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-1.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§2.1 の復習です。
　分析から一変量の分布を選び、HDL と ln(HDL) の変数を選びます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§2.1 の復習です。
　［一変量の分布］の▼＞［積み重ねて表示］で、このような表示にします。
　さらに、［要約統計量］の▼＞［要約統計量のカスタマイズ］で、分散、歪度、尖度、変動係数を追加します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［一変量の分布］解析結果で、左が対数変換の前 HDL、右が対数変換の後 ln(HDL) です。なお、先ほど説明したように、対数変換した数値については、変動係数を指定して表示させてはいけません。これは、ユーザー側が利用する上で注意しなければならないことで、JMP は判断してくれません。
　左図の HDL のヒストグラムは、左右非対称で、大きい方に裾を引いています。尖度、歪度はともに 1.5 よも大きくなっています。そのため、箱ひげ図で表示されている中央値と平均値がずれています。正規分布をあてはめた赤い曲線とヒストグラムとは全く異なる形状をしています。それに対して，対数正規分布をあてはめた緑の曲線はヒストグラムの形により接近しています。
　右図の ln(HDL) のヒストグラムは、左右がほぼ対称で，正規分布の曲線はヒストグラムの形と似た形です。尖度と歪度は共に 1.5 よりも 0 に近くなっています。ただし、尖度が 1.5 に近いのですが、対数変換値を更に対数変換することは間違いです。対数変換値は間隔尺度ですから，先ほど説明したように、さらに対数変換してはいけません。
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　研究対象としている評価項目については、あらかじめ、多くの観測値を集めてその分布を特定しておくことが必要です。正規分布をしているのか、それとも対数正規分布をしているのか等です。事例 3 では、n = 40でしたが、この程度の観測値では，分布を間違いなく特定することは困難です。
　医薬品開発の場合、健康診断値の分布を、健常者のデータからあらかじめ把握しておく必要があります。たとえば、企業の定期検診のデータが利用できるでしょう。過去の実験データで、n が数十程度のデータが複数個あるときは，それらを併合して解析できます。関心事項は、とがり、ひずみですから、過去のデータの平均，標準偏差が実験によって異なる場合は，基準化してから併合することができます。
　あらかじめ把握してあった評価項目の事前情報から変数変換を行うなど、適切な統計解析を行うことが重要です。
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　次に、対数正規分布の理論的な背景を説明します。
　なお、事例として「賭け」が出てきます。賭けは法律的に問題がありますので、説明のための単なる事例として扱っており、賭けを推奨している意図はないいことを理解してください。
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　変数 x の変化は、たくさんの原因が積み重なった結果で、式(2.3.1) で表せます。なお、ここで使っている e は誤差の意味で、自然対数の底の eではありませんので、注意してください。�　個々の変動要因 e(i) の分布がどのようなものであっても、それらを集めた変数 x の分布は n が大きくなると正規分布に近づきます。これは中心極限定理といい、§1.3 で説明がありました。�　複数の変動要因 c(i) の積み重なりが、式(2.3.2) のように積になる場合があります。これを事例 4 で考えます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf
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　まず、事例を説明します。
　最初に ミュー の資金をもっていて，これを元手に賭けをすることを考えます。毎回、その時点の所持金の 1/10 を賭けます。負ければ賭け金を失いますが、勝てば賭け金の倍が戻ります。つまり、負ければ所持金は 0.9 倍、勝てば所持金は 1.1 倍になります。勝率を 1/2 とします。20 回賭けた後の残金の分布を考えます。この関係を式で表わすと最終的な残金 x は、 式 (2.3.2) になります。 c(i)=0.9 または 1.1 です。
　例えば、x=ミュー×1.1×0.9×1.1×…×1.1=ミュー×1.350 となり、20回賭けた後の所持金は元の 1.350倍になります。全敗すれば 0.9へ20 = 0.12 倍、全勝すれば 1.1へ20 = 6.72 倍になります。
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　テキストにはありませんが、右のグラフは、乱数を使って、この賭けを 3,000 人が行ったシミュレーションの結果です。多くは 1.0 付近に集中しています。0.5以下になってしまった人もかなり見られますが、右に裾が伸びる分布となり、中には3倍、5倍、6倍の人も出現しています。
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　さて、中心極限定理の所で説明したように、変数 x に対して原因 e(i) が和として影響する場合の変化は、たくさんの原因が積み重なった結果であり、式(2.3.1)のように、変数 x は母平均 ミュー、つまり真の値に誤差が e(1)+e(2)+. . .+e(n) のように加算された形になります。この場合、中心極限定理により、x の分布は正規分布に近づきます。
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　一方、変数 x の変化に対して原因 c(i) が積として影響する場合、式 (2.3.2) のように、x は真の値 ミュー に誤差が c(1)×c(2)×…×c(n) のように積の形で表すことができます。先ほど紹介した賭けの例がこれに該当します。
　この式(2.3.2) の両辺の自然対数を取ると，式 (2.3.3) のように和の形になります。この変形は、このセミナーの初めに紹介した積の対数の変形になります。
　ここで、c(i)=1+e(i) と置くと、式(2.3.3) は式(2.3.4) になります。c(i)=1+e(i) を変形すると e(i)=c(i)−1　になります。賭けの例では c(i)=0.9 or 1.1 なので、e(i)=－0.1 or 0.1 になります。ここで、e(i) が 0 に近いとき、ln⁡(1+e(i))≈e(i) となります。これは、右図のような関係があるからです。横軸が e、縦軸が ln(1+e) と e です。横軸と縦軸が共に e の場合は 45 度の黒い直線になります。ln(1+e) の曲線は赤い曲線になります。e が 0 付近で、黒い直線と赤い曲線は一致します。つまり ln⁡(1+e(i))≈e(i) ということになります。表からも確認できます。
　そこで、式(2.3.4) は式(2.3.6) に変形できます。これは、式(2.3.1) と同じ形です。つまり、中心極限定理により、対数変換した ln(x) の分布は正規分布に近づくことが分かります。　先ほどの事例 4 の賭けの例も、対数変換すると正規分布に近づきます。
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　新しい事例です。肝臓機能の指標である ALT が飲酒の影響でどう変化するか考えます。対象は、ALT が 20 の普通の人と、肝機能障害がある人で 80 と高い人です。
　先ず左の図です。ALT 20 の人がかなり酒を飲んだ翌日は 20+2=22 になるとします。一方 ALT 80 の人が同じだけ飲んで同程度の影響があるとすると、数値はどのように変化するでしょうか。80 に 2 を加えた 82 になるという考え方ができます。
　しかし、一般的な生物的反応は、真ん中の図のように飲酒の影響は 22/20=1.1 倍としてとらえ，80 の人は同じ 1.1 倍の 88 に上昇すると考えます。生物の反応は、このような場合が多くあります。
　さらに真ん中のグラフの縦軸を対数変換すると、ln(20) の人は ln(22) に＋0.10 の上昇、ln(80) の人は ln(88) に＋0.10 の上昇という具合に、和の形で考えることができます。
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　先ほど少し紹介しました対数変換後の標準偏差と、変換前の変動係数との関係について説明します。
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　左下の図は、対数正規分布に従う小文字 x の分布です。上の図はこれを対数変換した 大文字 X=ln(小文字 x) の分布です。対数変換した結果、X は、平均値 0、標準偏差 0.2  の正規分布になるように設定してあります。
　この 小文字 x の対数正規分布を横軸に取り、大文字 X の正規分布を縦軸に取って合成すると右図になります。これが表示 2.3.4 です。横軸に配した分布が対数変換の前の分布、縦軸に配した分布が対数変換の後の分布です。
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　横軸の x と、その対数変換値の X を、黒の●とブルーの●でプロットしてあります。小文字 x=1.49 のとき 大文字 X=ln(1.49)=0.40、 x=1.22 のとき X=ln(1.22)=0.20 です。以下同様に x=1 のとき X=0、x=0.82 のとき X=－0.2、x=0.67 のとき X=－0.40 です。この縦軸の値は、オレンジ枠で示した 0.4、0.2、0、-0.2、-0.4 です。この間隔は、正規分布の シグマ(X)=0.2 です。プロットした●を結ぶ曲線は、X=ln(x) の対数曲線です。ブルーの点で示したように、対数曲線は (x,X)=(1,0) を通ります。
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　縦軸にある X の正規分布で、5 本の線で区切られた部分の確率を　Excel 関数で計算します。NORM.DIST 関数で、平均が 0、標準偏差 0.2 で、X=－0.4、－0.2、0.0 を引数に渡して下側確率を求め、それぞれの引き算で各部分の確率を求めると、X の小さい方から 0.023、0.136、0.341 が得られます。それよりも上の部分の確率の計算は省略します。
　横軸にある x の対数正規分布でも、同様に各部分の確率を計算します。対数正規分布の確率の計算には、LOGNORM.DISDT 関数を用います。この関数の平均と標準偏差には、自然対数変換値を使います。したがって、平均はゼロ、標準偏差は 0.2 です。小文字 x=0.670、0.819、1.000 を引数に渡して下側確率を求め、それぞれの引き算で各部分の確率を求めると、x の小さい方から 0.023、0.136、0.341 が得られます。
　すなわち、対数正規分布とそれを対数変換した正規分布で、5 本の線で区切られた部分の確率は一致します。
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　前のスライドにおいて、縦軸の正規分布と横軸の対数正規分布で、5 本の線で分割した 6 つの部分の確率は同じであることを示しました。6 つの確率は、0.023、0.136、0.341、0.341、0.136、0.023 です。これを同じブルーの色で識別してあります。
　縦軸に配置した正規分布は、左右対称、オレンジの両矢印で示したように、５本の線は等間隔で、その幅は標準偏差 シグマ(X) の大きさです。
　横軸に配置した対数正規分布は、ブルーの両矢印で示したように、間隔が右ほど広くなります。そのため、中央から左側は高く、右側は低く、右方向に裾を引いています。形は非対称ですが、x=1.0 の左右にあるそれぞれの面積は同じです。そのため、 x=1.0 は平均ではなく中央値になります。ちなみに、この場合の平均値は 1.02 です。
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　対数曲線に接する直線、つまり接線を考えます。この接線の傾きは X=ln(x) を x で微分して 1/x になります。微分の詳細については省略します。(x, X)=(1, 0) の点で接する接線の傾きは、 x に接点の x=1.0 を代入して 1.0 になります。この接線をグラフに描いてあります。　
　縦軸の正規分布で、0.341 の薄いブルーの部分の幅は、オレンジの両矢印で示したように、標準偏差 シグマ(X) です。同様に対数正規分布においても、0.341 の薄いブルーの部分の幅を標準偏差と見なし、近似標準誤差 シグマ(x)スター とします。ブルーの文字で表してあります。図のように、接線の傾きは、２つの標準偏差の比に相当します。
　正規分布に引いた横線と接線との交点から x 軸に向かって「赤い縦線」を引いてあります。また、正規分布に引いた横線と対数曲線との交点から x 軸に向かって「黒い縦線」を引いてあります。x=1 付近では、黒の縦線と赤の縦線は一致します。しかし、中心から離れるにしたがって両者は一致せず、グリーンの両矢印で示したように、差が広くなり、近似が悪くなっています。
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　これまでの説明で、接線の傾き 1/x は、対数変換の後の標準偏差と、変換前の近似標準偏差の比に相当するとことを示しました。
　そこで、対数変換前の期待値を ミュー(x), 標準偏差をシグマ(x) とすると，上の式は 1/ミュー(x) になります。これを変形すると、式 (2.3.7) が得られます。対数変換後の標準偏差は、変換前の変動係数 CV にほぼ等しくなります。
　先に示した事例 2 の表で、身長を cm と inch で表した数値の場合、対数変換前の変動係数と、対数変換後の標準偏差がほぼ一致しているのはこのためです。
　なお、第 3 部でこの応用事例があります。
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　Excel に表示2.3.4 のグラフがありますので、表示させます（操作）。
　この計算表の左上に シグマ(X) を設定する黄色のセルがあります。これまで説明してきた例として、シグマ(X) が 0.2 に設定されています。これを 0.1～0.4 の間で変化させrます（操作）。
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　左が対数変換後の標準偏差 シグマ(X)=0.1 を入力した場合、右が シグマ(X)=0.4 を入力した場合です。
　左のグラフでは、ばらつきは小さいので、対数曲線と接線の乖離が小さくなります。右のグラフでは、ばらつきが大きいので、対数曲線と接線の乖離が大きくなります。
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　最初に示した事例 1 の表示2.3.1です。x の変動係数はオレンジ枠の 0.91 とかなり大きいので，対数変換後の標準偏差 0.82 とはかなり異なります。
　なお、分野や対象によっても異なりますが、変動係数が 0.1、すなわち 10% を超えるとかなりバラついていると考えられます。
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　変数変化には、対数変換以外にもあります。
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　これまで説明してきたように、得られたデータの分布を正規分布に近づけるための変数変換方法として、対数変換を説明してきました。生物学的な分野では、対数変換すると正規分布に近似できる変量が少なくありません。
　仮に、データに 0 が含まれる場合、対数変換ができません。この場合は、0 を、0 を除く最小値の半分の値に置き換えます。あるいは、全てのデータに有効桁の半分の値を加算する方法があります。たとえば、データ x が整数の場合は ln(x+0.5)、データ x が小数第１位まである場合は ln(x+0.05) になります。
　その他に、得られたデータを平方根で変換すると正規分布に近似できる場合があります。生物的な変量にはこのケースもあります。
　また、逆数変換があります。たとえば、抵抗とコンダクタンスの関係です。
　比率データの場合、角変換が使われることかあります。
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　たとえば、データのひずみが 1.5 以上の場合、すなわち大きい方に裾を引いている場合、対数変換の適用が選択枝の一つです。対数変換後、ひずみが負になる場合、すなわち、小さい方に裾を引く場合、対数変換は行き過ぎと考えられるので、対数変換ではなく平方根変換を適用すると，左右対称の分布に近づく場合があります。
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　次に、変数変換の一手法である Box-Cox 変換について、その概要を説明します。テキストの 123 べージです。
　データの変換方法の中で、2 乗変換，平方根変換，逆数変換などを、「べき乗変換」として統一的に扱うことができます。数式は、y=x^p です。x は変換前のデータ、y は変換後のデータです。p は変換パラメータで、p=2 が２乗変換、p=0.5 が平方根変換、p=－1 が逆数変換です。
　Box-Cox 変換は、このべき乗変換を修正して、より一般的なべき乗変換に拡張した手法です。式(2.7.4)、式(2.7.5) で表されます。p は λ (ラムダ) で表される場合が多いようですが、テキストでは p が使われています。
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　なお、べき乗というのは、指数である変換パラメータ p が実数の場合です。ちなみに、指数が自然数の場合を累乗といいます。 この場合はべき乗なので、p は小数、負の数なども取り得ます。
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　まず、べき乗変換を示します。y= x^p の形で、p=2 が２乗変換、p=1 が無変換、p=0.5 が平方根変換、p=−1 が逆変換です。これに対数変換を加えます。
　x=0∼2.0 で変化させて，3 つのべき乗変換値 y と対数変換値 y を計算します。ただし，逆数変換値と対数変換値は x=0 のとき無限大になるので、変換値を空白とします。これをグラフにすると 表示 2.7.5 の左のグラフになります。
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　p=2 の２乗変換、p=1 の無変換、p=0.5 の平方根変換の場合、x と 変換値 y の大きさの順序は、x と 変換前の y の大きさの順序と同じです。すなわち、勾配は正です。一方、p=－1 の逆数変換の場合、x と 変換値 y の大きさの順序は、変換前の順序と逆になります。
　べき乗変換の曲線はすべて (x, y)=(1, 1)　を 通ります。対数変換は、それとは異なる挙動を取り，(x, y)=(1, 0) を通ります。したがって、べき乗変換の曲線を 1 だけ下に移動すると，対数変換の曲線と同様に (x, y)=(1, 0) を通るようになります。
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　そこで、べき乗変換に補正を加えた式(2.7.4) と 式(2.7.5) が Box と Cox によって提案されました。この変数変換を Box-Cox 変換といいます。
　それぞれ p=2、p=1、p=0.5、p=0、p=-1 の場合の計算式を示します。　
　さらに、対数変換を p=0 に位置付けます。
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　x^p から 1 を引くことにより、いずれの場合も (x, y)=(1, 0) を通るようになります。
　p で割ることにより、逆数変換では符号が逆になるため、x と y の大小の順序は元のままになります。　
　実際にグラフで確かめます。
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　Box-Cox 変換の変換値 y を縦軸に取ったグラフが表示2.7.5 の右のグラフです。
　いずれの曲線も (x, y)=(1, 0) を通ります。x^p  から 1 を引くことにより、いずれの場合も、x=1 のとき y は常に 0 です。
　いずれの曲線も、右肩上がりです。p=−1 の逆数変換の場合、p=－1 で割ることにより，符号が逆になり，x と y の大小の順序は変換前と同じで、元のままです。つまり、いずれの場合も傾きは正です。
　次に、対数変換を p=0 に位置付けた理由を説明します。
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　表示 2.7.5 の右のグラフを改変したグラフです。
　この左側のグラフは、式(2.7.4) で、p=－2、p=－1、p=－0.5、p=－0.25 の曲線をオレンジの実線と点線で描き、y=ln(x) の対数曲線を黒い実線で描いたものです。p を －2 からゼロに近づけていくと、曲線は y=ln(x) の黒い曲線に近づきます。
　右側のグラフは、式(2.7.4) で、p=2、p=1、p=0.5、p=0.25 の曲線をブルーの実線と点線で描き、y=ln(x) の対数曲線を黒い実線で描いたものです。p を 2 からゼロに近づけていくと、曲線は y=ln(x) の黒い曲線に近づきます。
　このように、p がゼロに近づくほど対数変換の曲線に接近することを視覚的に確かめることができます。対数変換は平方根変換（p=0.5）と逆数変換（p=－1）の間に位置しています。
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　このことを数学的に証明します。
　x^p をテーラー展開します。テーラー展開については、詳細を省略します。ここで、p がゼロに近いときに、1/2(pln(x))^2 以降の項は極く小さくなるので、x^p は 1+pln(x) に近似されます。これを式(2.7.4) に代入することにより、式(2.7.5) が導かれます。このことからも、対数変換は p=0 に対応することが理解できます。
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　そこで、式(2.7.4) において、変換値を正規分布に最も近づけるように、最適な p を最尤推定法で求めます。その手法は省力しますが、通常は、－2～2 までの間で、0.2 間隔程度で探索します。これには、統計解析ソフトが必須です。
　変換後のデータが常に正規分布に従うわけではないので、Box-Cox 変換した後、変換結果を慎重に評価することが重要です。
　また、たとえば p=0.43 が得られたとして、その固有技術的な意味づけは極めて困難です。Box-Cox 変換は、対数正規分布のようなデータの裏にあるモデルと結び付く説明がむずかしく、便宜的な方法であると思われます。Box-Cox 変換を単に機械的に適用することは好ましくありません。
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