
2 １組のデータの解析
2.5 分散 σ2 に関する推測
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テキスト
芳賀敏郎（2011）医薬品開発のための統計解析

第１部 基礎 改訂版、サイエンティスト社、p.275

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第１部　基礎　改訂版」　を使用します。




第１部 基礎

1. 統計の基礎・・・・・1.1宝くじの期待値と分散、1.2 サイコロの目の数の期待値と分散
1.3 分散の加法性・中心極限定理・正規分布、1.4 統計的推測、1.5 モデル

2. １組のデータの解析 2.1 データの特徴の記述、2.2 データのグラフ表示と外れ値
2.3対数変換と対数正規分布、2.4 平均に関する推測（母標準偏差 σ既知）
2.5 分散に関する推測、2.6 平均に関する推測（母標準偏差 σ未知）

3. ２組のデータの解析 3.1 データのグラフ化、3.2 平均値の差の t 検定、3.3 分散の違いの検定
3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較
3.5 対応のある場合の平均値の差の t検定、3.6 検出力と n の決め方
3.7 ノンパラメトリック検定

4. 相関・回帰・・・・・4.1 散布図、4.2 相関係数、4.3回帰モデルとモデルの推定
4.4 誤差を考慮した推定、4.5 回帰分析適用上の諸問題
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本章では、１組のデータの解析を取り上げます。
　本節では、§2.5 分散に関する推測を取り上げます。




2.5 分散 σ2に関する推測

（1）平方和の分布
（2）仮説検定と区間推定
（3）Excelによる解析、分散に関する推測
（4）n と区間推定の幅の関係

使用するファイル
Excelファイル「基本改2.xls」
サイエンティスト社ホームページからダウンロード

JMP 10.0.2 の出力を表示（本節では使用しない）
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テキストの
該当ページ

p.99

★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの 99 頁を開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。
　使用する Excel ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、本節では、JMP を使用しません。





はじめに

分散の仮説検定と区間検定

§ 2.4（前節）：母平均値の仮説検定と区間推定（母標準偏差 σ が既知）
母標準偏差 σが未知である場面の方が多い

§ 2.5（本節）：母標準偏差 σ、母分散 σ2 の仮説検定と区間推定
次節の準備となる

§ 2.6（次節）：母平均値の仮説検定と区間推定（母標準偏差 σ が未知）
前節で推定した母標準偏差を利用
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前節で、母標準偏差 シグマ が既知という条件の下で、母平均値の仮説検定と区間推定を扱いました。通常、母標準偏差 シグマ が未知である場面の方が多く、既知であるケースは少ないと思われます。
　次節では、母標準偏差 シグマ が未知という条件の下で、平均値の仮説検定と区間推定を扱います。
　本節は、その準備として、母標準偏差 シグマ、母分散 シグマ^2 の仮説検定と区間推定を扱います。次節では、ここで推定した母標準偏差を使って平均値の推測を行います。本節は次節の準備になります。



（1）平方和の分布

ばらつきの指標：平方和
（シミュレーション）

𝜒𝜒2分布（カイ２乗分布）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、ばつらきの指標となる「平方和の分布」を取り上げます。前節に引き続き、シミュレーションを利用します。
　ここでは、新らに「カイ２乗分布」という確率分布が登場します。




平方和の分布（シミュレーション）
シミュレーションの概要

N(50, 102)の母集団から、9 個の観測値を 100 回取り出して、100 組のサンプルを得る
それぞれのサンプルについて、平均値、平方和、標準偏差、𝜒𝜒2値 などの統計量を得る（ §2.4 ）
母標準偏差の仮説検定と区間推定を行う
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サンプル 1     ：38, 25, 47, 44, 55, 43,
(n = 9) 49, 57, 38

ランダム抽出

サンプル 2     ：48, 53, 50, 57, 38, 46
(n = 9) 48, 42, 54

サンプル 100：56, 66, 42, 52, 31, 59
(n = 9) 35, 51, 56

サンプル 3     ：32, 46, 51, 68, 37, 67,
(n = 9) 50, 50, 46

・・・・・・・・・・・

母集団
N(50, 102)

サンプルの統計量
平均値
平方和、標準偏差
𝜒𝜒2値

観測値（9 個）

サンプル（100 組）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　シミュレーションの方法は、前節§ 2.4 と同様です。
　母集団は、母平均 50、母標準偏差 10 の正規分布に従うものとします。ここから、9 個の観測値を 100 回取り出して、100 組のサンプルを得ます。母集団から抽出した個々の値を「観測値」と呼び、9 個の観測値から成る１組のセットを「サンプル」と呼ぶことにします。
　この 100 組のサンプルについて、それぞれの平均値、平方和、標準偏差を求めます。また、カイ２乗値という新しい統計量を計算して、それぞれの分布の特徴を理解します。
　また、母標準偏差の仮説検定と区間推定を行います。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-4.pdf


平方和の分布（シミュレーション）

シミュレーション
母集団（母数が既知）からサンプルを取り出して、統計量を計算、仮説検定と区間推定を行う
母集団 ：N(50, 102)に従う （ §2.4 ）
サンプル：９個の観測値を 100回抽出、100 組のサンプル（n=9）を得る

Excelの分析ツールで乱数を発生させる（模擬的に母集団から抽出）

統計量の計算：100組のサンプルについて、平均、平方和、標準偏差、 𝜒𝜒2 値を計算

仮説検定：100組のサンプルについて、母標準偏差（母分散）の仮説検定を行う
H0：σ = 10     H1：σ ≠ 10
この事例の場合、帰無仮説（σ = 50）が正しい
帰無仮説が棄却されるのは誤り・・・第１種の誤り（§1.4）

区間推定：100組のサンプルについて、母標準偏差（母分散）の 95%信頼区間を得る
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母数が既知の母集団からサンプルを 100 組、取り出します。母集団は、母平均 50、母標準偏差 10 の正規分布に従います。ここからサンプルサイズが n=９ のサンプルを 100 回取り出します。このために、Excel の分析ツールで乱数を発生させて、模擬的に母集団から抽出する操作を行います。
　この 100 組のサンプルについて、平均、平方和、標準偏差、カイ２乗値を計算します。
　また、100 組のサンプルについて、母標準偏差の仮説検定を行い、サンプルから推測した母標準偏差は 10 と差があるか検定します。帰無仮説は シグマ=10、対立仮説は シグマー≠10 の両側検定です。この場合、帰無仮説が正しいので、帰無仮説が棄却されることは誤りです。§ 1.4 で説明があったように、これを「第１種の誤り」といいます。この誤りがどの程度発生するか確認します。
　これと同時に、100 組のサンプルについて、母標準偏差の 95%信頼区間を得ます。当然、この区間に母標準偏差 シグマ=10 が含まれるはずですが、含まれないサンプルが発生します。この頻度はどのくらいか確認します。
　なお、母分散は母標準偏差の２乗値なので、母標準偏差の推測は母分散の推測でもあります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-4.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-4.pdf


平方和の分布（シミュレーション）
シミュレーション

Excelファイル「基礎改2.xls」を読み込み、名前ボックスから「表示2.5.1」（Fig25_01）を選択
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L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4
8 3 32 46 51 68 37 67 50 50 46 49.6 3 11.9 1134 1133 11.3 0.368 8.0 22.8
9 4 51 53 54 36 13 54 38 42 57 44.3 4 13.9 1839 1545 15.4 0.102 9.4 26.6

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

104 99 54 59 55 19 59 52 43 60 49 50.0 99 12.8 1307 1307 13.1 0.219 8.6 24.5
105 100 56 66 42 52 31 59 35 51 56 49.8 100 11.5 1067 1066 10.7 0.443 7.8 22.1

区間推定

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「基礎改2.xls」を開いて、名前ボックスから「表示2.5.1」（Fig25_01）を選択します（操作）。
　L 列～ V　列、少し飛んで、AD 列～AK列が該当します。




L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4
8 3 32 46 51 68 37 67 50 50 46 49.6 3 11.9 1134 1133 11.3 0.368 8.0 22.8
9 4 51 53 54 36 13 54 38 42 57 44.3 4 13.9 1839 1545 15.4 0.102 9.4 26.6

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

104 99 54 59 55 19 59 52 43 60 49 50.0 99 12.8 1307 1307 13.1 0.219 8.6 24.5
105 100 56 66 42 52 31 59 35 51 56 49.8 100 11.5 1067 1066 10.7 0.443 7.8 22.1

区間推定

シミュレーション
100組のサンプル（n=9）について、それぞれの統計量を算出

平均、標準偏差、平方和（S0、S）、𝜒𝜒2値、母標準偏差の仮説検定の p 値、
母標準偏差の区間推定

平方和の分布（シミュレーション）
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N(50, 102) の乱数
100 行× 9 列

100組（n=9）のサンプル

母平均
母標準偏差

1 組のサンプル
1 組のサンプルの

統計量
標準正規分布

から変換

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前節で説明したとおり、ここには表示してありませんが、この表の左側に標準正規乱数を 100行×９列 の形で出力してあります。ここから、あらかじめ設定した母平均と母標準偏差に従い、平均 50、標準偏差 10 の正規乱数に変換して 100 行×９列に表示します。これを n=9 のサンプルが 100 個あると見なします。
　母平均 ミュー=50、母標準偏差 シグマ=10 は、左上のオレンジ枠で指定しています。
　たとえば、M6:U6 のオレンジ枠で示した 9 個の観測値からなる１組のサンプルがあります。ここから統計量を計算して、V 列と AE～AK 列に表示しています。V 列は標本平均 44.1、飛んで AE 列は標準偏差 s.d. 9.6、 AF 列は平方和 S0 (エスゼロ) 1056、AG 列は平方和 S 744、AH 列はカイ２乗値 7.4、AI 列は 母標準偏差の仮説検定の p 値 0.979、AJ と AK 列は区間推定の結果 6.5～18.5 です。
　



L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4
8 3 32 46 51 68 37 67 50 50 46 49.6 3 11.9 1134 1133 11.3 0.368 8.0 22.8
9 4 51 53 54 36 13 54 38 42 57 44.3 4 13.9 1839 1545 15.4 0.102 9.4 26.6

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・  ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

104 99 54 59 55 19 59 52 43 60 49 50.0 99 12.8 1307 1307 13.1 0.219 8.6 24.5
105 100 56 66 42 52 31 59 35 51 56 49.8 100 11.5 1067 1066 10.7 0.443 7.8 22.1

区間推定

シミュレーション
100組のサンプル（n=9）について、それぞれの統計量を算出

平均、標準偏差、平方和（S0、S）、𝜒𝜒2値、母標準偏差の仮説検定の p 値、
母標準偏差の区間推定

平方和の分布（シミュレーション）
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N(50, 102) の乱数
100 行× 9 列

100組（n=9）のサンプル

母平均
母標準偏差

1 組のサンプル
1 組のサンプルの

統計量
100 組のサンプルの
統計量の平均と SD

標準正規分布
から変換

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　セル範囲 AE3～AH4 のブルー枠には、標準偏差 s.d.、平方和　S0 と S、カイ２乗値について、各サンプルごとに得られた 100 個の平均値と標準偏差があります。
　セル範囲 AJ3～AK4 のグリーン枠については、後で説明します。
　それぞれの統計量を詳しく説明します。



ばらつきの統計量の計算
s.d.：観測値 𝑥𝑥𝑖𝑖の標準偏差

S0 ：観測値 𝑥𝑥𝑖𝑖と母平均 μとの差（偏差）の平方和

S ：観測値 𝑥𝑥𝑖𝑖と標本平均 𝑥̅𝑥との差（残差）の平方和

平方和の分布（シミュレーション）
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𝑠𝑠. 𝑑𝑑. = ⁄𝑆𝑆 𝑛𝑛 − 1 = ⁄𝑆𝑆 9 − 1

𝑆𝑆0 = �
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= DEVSQ (９個のデータ)
L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK

2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

{ = SUMSQ (９個のデータ－ μ ) }

= STDEV (９個のデータ) 
=SQRT(S / (n－1))

𝑥̅𝑥

𝜇𝜇

配列数式

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
 S0 (エスゼロ) 、S、s.d. の順で説明します。
　S0 は観測値 x(i) と母平均ミューとの差、つまり「偏差」の平方和です。このシミュレーションでは、母平均が ミュー=50 で既知という前提です。Excel 関数では SUMSQ 関数を使って計算しますが、この中括弧 { } の意味はこの後で説明します。
　S は観測値 x(i) と標本平均 x-bar との差、つまり「残差」の平方和です。Excel関数では、DEVSQ 関数で計算しています。
　s.d. は観測値 x(i) の標準偏差で、残差の平方和 S を自由度 (n-1) で割って平方根を取ります。Excel の計算式は、SQRT(S/(n-1)) です。あるいは、DEVSQ 関数で求められます。
　S0 の計算に利用した SUMSQ 関数の中括弧は、次のスライドで説明するように、配列数式です。



L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

平方和の分布（シミュレーション）

Excelの配列数式（CSE配列数式、動的配列数式）
CSE配列数式：旧バージョン（Excel 2021 より前）、静的配列数式（テキストで使用）
動的配列数式：新バージョン（Excel 2021、Excel 365 以降）、スピル機能 （§2.2）

      

動的配列数式が使えるのではあれば優先的に利用
参照 ブログ 「Excel のスピルと配列数式」
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$M$3

M6 : U6

p.99

{ = SUMSQ ( M6:U6 - $M$3)}

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excelには「配列数式」という関数の使い方があります。詳しくは§2.2 を参照してください。
　配列数式には、Excel の旧バージョンの CSE 配列数式と、新バージョンの動的配列数式があります。動的配列数式は、スピル機能と密接な関連があります。
　旧バージョンの Excel では CSE 配列数式を使いますが、新バージョンの Excelであれば、次のスライドで示す動的配列数式を優先的に利用します。テキストは旧バージョンの Excel で作成されているので、CSE 配列数式を使っています。
　なお、CSE配列数式を静的配列数式ということもあります。
　ブログも参照してください。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf
https://mkkmkk.com/2024/02/04/excel-spill/


L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

平方和の分布（シミュレーション）
Excelの配列数式（CSE配列数式、動的配列数式）

CSE配列数式（§2.2）
S0 ：観測値と母平均の差（偏差）の平方和

 { = SUMSQ (９個のデータ－ μ) }・・・{ = SUMSQ ( M6:U6 - $M$3)}
入力方法

セル AF6 に計算式 = SUMSQ( M6:U6 - $M$3) を入力、入力の確定に Enterキーを押さないで、
 Shiftキー + Ctrlキー + Enterキーを同時に押す、自動的に中括弧が付与されて計算結果が表示
 セル AF7～AF105 にコピー（M3を変化させないように絶対参照として「$」マークを付けて $M$3 とする）
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$M$3

M6 : U6

p.99

セル AF6
= (M6 - $M$3)2 + (M7 - $M$3)2 
+ (M8 - $M$3)2 + (M9 - $M$3)2 ・・・

{ = SUMSQ ( M6:U6 - $M$3)}

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　CSE 配列数式の場合、中括弧が付くので、平方和 S0 の数式は、{=SUMSQ (９個のデータ－μ) } になっています。たとえば、オレンジ枠で示したセル AF6 の計算式は中括弧が付いています。
　旧バージョンの Excel では、この関数の（）の中の「M6:U6-$M$3」を入力するとはエラーになります。複数のセルから成るセル範囲から一つのセルを引いた形になっていてるからです。しかし、配列数式として扱うと、これがエラーになりません。セル範囲から１つのセルを順番に取り出して $M$3 を引き、その２乗和を返します。つまり、吹き出しの中の式のようになります。具体的には、(38-44.1)^2 + (25-44.1)^2・・・・の計算になります。
　この計算式の入力方法は、セルに「= SUMSQ( M6:U6 - $M$3)」を入力して、最後に Enterキではなく、Shiftキー+Ctrlキー+Enterキーを同時に押して確定します。そうすると、自動的に中括弧が付与されて計算結果が表示されます。
　このセル AF6 を下にオートフィルで簡単にコピーすることができます。コピーするときに、セル M3 を変化させないように、$マークを付けてあります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf


L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

平方和の分布（シミュレーション）
Excelの配列数式（CSE配列数式、動的配列数式）

動的配列数式（§2.2）
S0 ：観測値と母平均の差（偏差）の平方和

 = SUMSQ (９個のデータ－ μ)・・・= SUMSQ ( M6:U6 - $M$3)
入力方法

セル AF6 に計算式 = SUMSQ( M6:U6 - $M$3) を入力、Enterキーを押して入力確定
 セル AF7～AF105 にコピー（M3を変化させないように絶対参照として「$」マークを付けて $M$3 とする）
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$M$3

p.99

エラーにならない

M6 : U6 = SUMSQ ( M6:U6 - $M$3)

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　新バージョンの Excel では、動的配列数式が使えます。
　新バージョンでは、、このまま SUMSQ 関数を入力してもエラーになりません。Excel が自動的に動的配列数式として認識して処理します。
　セル AF6 の計算式を AF7～AF105 にオートフィルでコピーします。絶対参照として、コピーするときにセル M3 を変化させないように、$マークを付けてあります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf


平方和の分布（シミュレーション）

15

平方和（偏差の平方和 S0と残差の平方和 S）
常に S＜ S0

残差が常に最小になるように 𝑥̅𝑥が決められたから

平方和 S0と Sの理論値（期待値）

 シミュレーションの結果は理論値に近い

𝑆𝑆0 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 2 = �
𝑖𝑖=1

9

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 50 2

𝑆𝑆 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 = �
𝑖𝑖=1

9

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

E 𝑆𝑆0 = 𝑛𝑛𝜎𝜎2 = 9 × 102 = 900
E 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2 = 8 × 102 = 800

表示 2.5.1 100組のサンプルの標準偏差など

p.99

AD AE AF AG

平均 9.6 872 785
標準偏差 2.5 408 395

s.d. S0 S
1 9.6 1056 744
2 6.0 305 284
3 11.9 1134 1133
4 13.9 1839 1545
・ ・ ・ ・ 

・ ・ ・ ・ 

99 12.8 1307 1307
100 11.5 1067 1066

＞
𝑆𝑆0 の平均値：872
𝑆𝑆 の平均値：785

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 が最小になるように
𝑥̅𝑥が決められている

常に 𝑆𝑆0 > 𝑆𝑆

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　シミュレーションの結果に戻ります。
　シミュレーションで模擬抽出して得られた 100 サンプルから、オレンジ枠で示した偏差平方和 S0、ブルー枠で示した残差平方和 S を計算しました。S0 は偏差の平方和、S は残差の平方和です。同じ 9 個の観測値から得られた S0 と S を上からずっと見比べると，常に S の方が S0 よりも小さくなっています。S0 と S を求める式を比較すると、平均値 x-bar は、S が最小になるように決められているので、S の方が S0 よりも常に小さくなることは当然のことです。
　S0 と S の 100 個の平均が 1 行目に求めてあり，オレンジ枠の 872 とブルー枠の 785 です。これらの値の理論値（期待値）は，900 と 800 です。シミュレーションの結果は理論値に近い値になっています。



平方和の期待値

平方和の期待値
偏差平方和 S0 の期待値

残差平方和 S の期待値

平方和 S を自由度 𝜈𝜈 = 𝑛𝑛 − 1で割った平均平方 V（分散）の期待値が 𝜎𝜎2になる
（ 𝑛𝑛 ではなく、自由度 𝜈𝜈 = 𝑛𝑛 − 1で割る理論的根拠）
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E 𝑆𝑆0 = E �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 2

= E 𝑥𝑥1 − 𝜇𝜇 2 + E 𝑥𝑥2 − 𝜇𝜇 2 + ･･+ E 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝜇𝜇 2

= 𝜎𝜎2 + 𝜎𝜎2 + ･･･+ 𝜎𝜎2

= 𝑛𝑛𝜎𝜎2

 E 𝑆𝑆 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛

𝜎𝜎2 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

   

 𝜎𝜎2 = ⁄E 𝑆𝑆 𝑛𝑛 − 1

p.100

§2.7(2)(3) p.116, p.117を参照

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前のスライドで示したように、偏差平方和 S0 の期待値は、この式のように簡単に導くことができます。
　一方、残差の期待値の導き方は、テキストp.116、p.117に詳しく記載されていますので、参照してください。この式から、平方和 S を自由度 ニューで割った平均平方 V が シグマ^2 の期待値 になることがわかります。これが、n ではなく 自由度 n-1 で割る理論的根拠になります。これについては、この後でも説明します。
　



L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

𝜒𝜒2分布（シミュレーション）
残差平方和 Sは σ2に比例する

残差平方和 Sと σ2の比を 𝜒𝜒2 とする

100個の 𝜒𝜒2値の分布（右図）

上限 度数
2 1 |*
4 13 |*************
6 18 |******************
8 32 |********************************

10 7 |*******
12 12 |************
14 10 |**********
16 4 |****
18 1 |*
20 1 |*
22 1 |*
24 0 |

𝜒𝜒2分布
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E 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

𝜎𝜎

(2.5.1)

表示 2.5.2 
Χ2の分布

p.100
合計 100

𝜒𝜒2値

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆

102

大きい方に
裾をひいている

カイ２乗

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまで説明したように、残差平方和 S の期待値は E[S]=(n−1) シグマ^2 です。つまり、残差平方和 S の期待値 は シグマ^2 に比例し、その比例定数は(n-1) です。そこで，S を シグマ^2 で割った比を取り、この分布を考えます。この比をカイ2 乗値として、式(2.5.1)とします。カイは、ギリシャ文字です。
　さきほどのシミュレーションの結果、100 個のカイ二乗値が AH 列にあります。スライドでは、１番目の 7.4、２番目の 2.8 がカイ二乗値です。ここでの、母標準偏差は左端に示したように 10 です。したがって、カイ二乗値は平方和 S を 10^2 で割った値になります。この 100 個のカイ二乗値の度数表を作り、これから表示 2.5.2 のヒストグラを作成します。カイ二乗値は、最小2くらいから最大22くらいまでに分布しています。分布の形は上下非対称で，大きい方に裾を引いています。
　



上限 度数
2 1 |*
4 13 |*************
6 18 |******************
8 32 |********************************

10 7 |*******
12 12 |************
14 10 |**********
16 4 |****
18 1 |*
20 1 |*
22 1 |*
24 0 |

L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

𝜒𝜒2分布（シミュレーション）
一つの母集団から抽出した
9個の観測値の 𝜒𝜒2値は、
このような分布の確率変数になる

→ 「𝜒𝜒2 分布」
自由度：9 − 1 = 8

𝜒𝜒2分布
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表示 2.5.2 
Χ2の分布

p.100

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2 (2.5.1) 自由度

9-1=8

𝜒𝜒2値

𝜎𝜎

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆

102

大きい方に
裾をひいている

合計 100

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　　グラフにおおまかな分布を描くとこのようになります。つまり、一つの母集団から抽出した9個の観測値のカイ二乗値は、このような分布の確率変数になります。この分布は「カイ2 乗分布」と呼ばれています。
　ここでは、９個の観測値からカイ二乗値を求めているので、この 9 から １ 引いた 8 が自由度になります。カイ二乗値は平方和 S を母分散で割って求めます。この平方和の自由度は n-1 であることを前節で説明しました。ここでは、８です。このことから、カイ二乗値の自由度は (n-1) になります。




上限 度数
2 1 |*
4 13 |*************
6 18 |******************
8 32 |********************************

10 7 |*******
12 12 |************
14 10 |**********
16 4 |****
18 1 |*
20 1 |*
22 1 |*
24 0 |

L M N O P Q R S T U V AD AE AF AG AH AI AJ AK
2 μ0 50 観測値 平均値 4
3 μ 50 平均 50.2 50.2 　 平均 9.6 872 785 7.8 αχ2(上)χ2(下)
4 σ 10 標準偏差 9.85 3.13 標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 平均 s.d. S0 S χ2 p値
6 1 38 25 47 44 55 43 49 57 38 44.1 1 9.6 1056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
7 2 48 53 50 57 38 46 48 42 54 48.5 2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4

                    

                    

区間推定

𝜒𝜒2分布
𝜒𝜒2分布と自由度
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表示 2.5.2 
Χ2の分布

p.100

E 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

E 𝜒𝜒2 =
E 𝑆𝑆
𝜎𝜎2

=
𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

𝜎𝜎2
= 𝑛𝑛 − 1

𝜒𝜒2分布は σに無関係で、自由度で形が決まる

(2.5.1)

𝜎𝜎

𝜒𝜒2 値

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆

102

ピークが自由度
𝑛𝑛 − 1 = 8

にくるわけではない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　カイ２乗値の期待値は、S の期待値が E[S] なので、 (n－1) すなわち自由度になります。ヒストグラムを見ると、自由度８付近を中心に分布していることがわかります。この場合はヒストグラムの間隔を広くとっていますから８にピークがあるようにみえますが、実際には自由度の値にピークがくるわけではないので注意してください。
　このように、カイ二乗分布は、シグマに無関係で、自由度によって形が決まります。



0 1 2 3 4 5 6
Χ2

1
2
3

0 5 10 15 20 25 30
Χ2

5
10
15

𝜒𝜒2分布
𝜒𝜒2分布と自由度

自由度が１  𝜒𝜒2 = 0で確率密度は無限大となる
自由度が２  𝜒𝜒2 = 0 で有限の値を取り，減少曲線となる
自由度が３以上 分布は山を持つようになる
自由度が小さい 大きい方（右）に裾を引く非対称な分布
自由度が大きい 左右対称の分布（正規分布）に近づく

20

自由度 自由度
表示 2.5.3
自由度による
χ2 分布の変化

p.101

1 

2 

3 

5 
10 

15 

𝜒𝜒2 𝜒𝜒2

確率密度

𝜒𝜒2 分布は σに無関係で、
自由度で形が決まる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　シミュレーションで見たように、カイ二乗分布は山形でしたが、自由度が小さい場合はそうではありません。テキストの表示2.5.3 にカイ２乗分布があります。
　横軸はカイ二乗値、縦軸は確率密度になります。左は自由度が 1, 2, 3 の分布、右は自由度が 5, 10, 15 の分布です。自由度が 1 のとき，カイ２乗値=0 で確率密度は無限大になります。自由度が 2 のとき，カイ２乗値=0 で有限の値を取り，減少曲線になります。自由度が 3 以上のとき，分布は山を持つようになります。自由度が小さいと大きい方に裾を引く非対称の分布ですが，自由度が大きくなると左右対称の分布になり、正規分布に近づきます。このように、カイ2 乗分布は自由度だけで分布の形が決まります。



𝜒𝜒2分布

𝜒𝜒2分布
χ2分布の期待値

χ2分布の期待値は自由度

平均平方（分散）の期待値

 

平方和 S を 𝜈𝜈 = 𝑛𝑛 − 1で割った平均平方 Vの期待値が σ2になる
（ σ2 の推定値 Vを求めるとき、 𝑛𝑛 ではなく、自由度 𝜈𝜈 = 𝑛𝑛 − 1 で割る根拠）
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𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

E 𝜒𝜒2 = E
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

=
E 𝑆𝑆
𝜎𝜎2

=
𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

𝜎𝜎2
= 𝑛𝑛 − 1 = 𝜈𝜈

E 𝑉𝑉 = E
𝑆𝑆
𝜈𝜈

=
E 𝑆𝑆
𝜈𝜈

=
𝜈𝜈𝜎𝜎2

𝜈𝜈
= 𝜎𝜎2

(2.5.1)

(2.5.2)

σ は母数（真数）

E 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

p.101

E 𝑆𝑆 = 𝑛𝑛 − 1 𝜎𝜎2

自由度

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　カイ2 乗分布の期待値は、式(2.5.1)から E[χ2] =E[S/シグマ^2]、 シグマ は誤差がありませんから外に出して、E[S]/シグマ^2、先ほど説明したように E[S]=(n-1)シグマ^2 ですから、カイ二乗の期待値は自由度 ニュー になります。これを式 (2.5.2) とします。
　平均平方、狭義では分散になりますが、この期待値は、平方和 S を自由度ニューで割ったものなので、E[V]=シグマ^2 が導かれます。これが シグマ^2 の推定値 V を求めるとき平方和 S を n ではなく，自由度ニュー=n−1 で割る根拠になります。
　



（2）仮説検定と区間推定

𝜒𝜒2分布を基に、
母分散と母標準偏差の

仮説検定と区間推定を行う
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p.101

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前項で説明したカイ二乗分布を使って、母分散と母標準偏差の仮説検定と区間推定を考えます。



𝜒𝜒2分布の性質
母標準偏差が σのとき、
自由度 ν = n－1の平方和 S を σ2 で割った比 χ2 は、自由度 νの χ2分布に従う

𝜒𝜒2分布の両側 5% の範囲（下側確率 0.025、上側確率 0.025 の 𝜒𝜒2値）

 

カイ２乗分布の性質から、
母分散、母標準偏差についての仮説検定を行う

 

𝜒𝜒2分布
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𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 𝑝𝑝 ：自由度 νの χ2分布で、
上側確率が p である χ2 値（100 p%点）

(2.5.3)

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025
上側 2.5%点

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975
下側 2.5%点

p.101

𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

(2.5.1)

⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

自由度 νの 𝜒𝜒2 分布

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前項で，母標準偏差が シグマ であるとき，自由度 (n−1) の平方和 S を シグマ^2 で割った比、すなわちカイ２乗値は自由度がニューのカイ2 乗分布に従うことを見てきました。
　このことから，右の図のように、両側 5% の範囲、すなわち、カイ２乗値が含まれる確率が 95% の範囲は式 (2.5.3) になります。
　この式のように、カイ２乗値は，カイ２乗(自由度，上側確率) と表記します。自由度が ニューであるカイ2 乗分布の上側確率が p であるカイ２乗値です。この確率は、下側確率ではなく、上側確率を使っていることに注意してください。
　また、 「100 p%点」という表記の仕方もあります。右図のように、p=0.025 の場合、「上側 2.5% 点」「下側 2.5% 点」のように使います。下側 2.5% 点は、カイ２乗(ニュー、0.925) と同値です。
　カイ２乗値は、偏差平方和を母分散 シグマ^2 で割った値ですから、このカイ２乗分布の性質を利用して母分散、母標準偏差についての仮説検定を行います。




𝜒𝜒2分布の Excel関数

Excel 2010 の新しい関数は、
基本的に下側確率を使用
（1 − 𝑝𝑝を引数に渡して上側確率を使用可）

𝜒𝜒2分布
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=CHISQ . INV (p, ν)

p.101

=CHISQ . DIST (x, ν, FALSE) 

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 𝑝𝑝

 Excel 2007 以前 Excel 2010
x の確率密度 = CHISQ . DIST ( x , ν, FALSE)
x 以下の確率（下側確率） = CHISQ . DIST ( x , ν, TRUE)
x 以上の確率（上側確率）  = CHIDIST ( x , ν  ) = CHISQ . DIST.RT ( x , ν)
下側確率が  pである  x の値 = CHISQ . INV ( p , ν)
上側確率が  pである  x の値  = CHIINV ( p , ν ) = CHISQ . INV.RT ( p , ν)

= CHISQ . DIST (x, ν, TRUE)

= CHISQ . INV . RT (p, ν)
= CHIINV (p, ν)

p: 上側確率

= CHISQ . DIST . RT (x, ν)
=1－CHISQ . DIST (x, ν)
上側確率を返す

（テキスト p. 114 参照）

= 1－ CHIDIST (x, ν )

𝜒𝜒2 自由度

𝜒𝜒2

自由度 νの 𝜒𝜒2 分布

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　仮説検定に進む前に、カイ２乗値に関する数値の算出方法を説明します。
　カイ２乗分布に関する Excel 関数の一覧です。Excel には新しい関数と古い関数があります。テキスト114 ページ に Excel 関数の一覧がありますので、参照してください。
　Excel 2007 以前の CHIDIST 関数は、引数 x(エックス) にカイ２乗値を渡し、ニューに自由度を渡すと、上側確率を返します。CHIINV 関数は、引数 p に上側確率を渡すとカイ２乗値を返します。これは、上側 100p% 点です。
　Excel 2010 以降の新しい関数は、p に下側確率を渡します。また、下側確率を返します。ただし、「RT」 が付く関数は、上側確率に関する関数です。 CHISQ.DIST 関数は、FALSE を指定すると確率密度を返し、TRUE を指定すると下側確率を返します。
　なお、上側確率を (1－p) の形で引数に渡すと、下側確率の関数を使えます。
　下に示した図で、左側にある関数は、下側確率とそのカイ２乗値に関する計算をしています。右側にある関数は、上側確率とそのカイ２乗値に関する計算をしています。



𝜒𝜒2分布（補足）
確率分布の表記の方法（上側確率、下側確率、両側確率）
テキスト等では、検定に便利なように、下側、上側、両側が便宜的に決められる（適宜、判断）

標準正規分布：𝑢𝑢 上側確率 、 𝑢𝑢 両側確率  𝜒𝜒2分布： 𝜒𝜒2 𝜈𝜈,上側確率
𝑡𝑡 分布︓𝑡𝑡 𝜈𝜈,上側確率 、 𝑡𝑡 𝜈𝜈,両側確率 F分布：𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2;上側確率

数理統計学ではいずれの場合も下側確率を使用、新しい Excel関数も基本的に下側確率を使用
古い Excel関数では、正規分布は下側確率、その他の確率分布は上側確率を使用（p.114 参照）
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上側 2.5%点 𝜒𝜒2 8, 0.025 = 17.53
=CHISQ.INV( 0.975, 8)= 17.53

0.025

p.102

両側 5% 点 𝑢𝑢 0.05  = 1.960
上側 2.5%点  𝑢𝑢 0.025 = 1.960
=NORM.S.INV(0.975)=1.960

標準正規分布

⁄0.05 2
= 0.025

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　確率分布を標記の方法について補足します。
　統計解析のテキスト等では、検定に便利なように、上側確率、下側確率、両側確率のいずれを使うかは、分布ごとに便宜的に決められます。但し書きや前後の関係で、どの確率が使われているか、判断しなくてはならない場合もあります。
　標準正規分布は左右対称なので、上側確率を使って u(上側確率) 、両側確率を使って u(両側確率) と表記します。次節で説明する t 分布も左右対称なので、上側確率と両側確率が使われます。カイ２乗分布と次章で出てくる F 分布は上側確率を基本的に使います。
　一方、数理統計学では、いずれの確率分布も下側確率を使います。また、新しい Excel 関数も、基本的に下側確率を使います。　
　なお、古い Excel 関数では、正規分布、標準正規分布、対数正規分布は下側確率、その他の確率分布は上側を使うため、統一がとれていませんでした。
　左側の標準正規分布のグラフで、両側 5% 点を u(0.05)、上側 2.5% 点を u(0.025) と表記します。いずれも 1.960 です。NORM.S.INV 関数は下側確率 0.975 を使います。
　右側のカイ２乗分布のグラフで、上側 2.5% 点は、カイ２乗(自由度, 0.025) と表記します。Excel の CHISQ.INV 関数は下側確率 0.975 を使います。



χ2分布の棄却限界値と棄却域
χ2分布の性質から、母分散（母標準偏差）についての仮説検定を行う
自由度 8 の χ2分布で両側 5%点を棄却限界値→ その外側を棄却域とする（α=0.05、両側検定）
下側棄却限界値 𝜒𝜒2 8, 0.975 =CHISQ.INV(0.025, 8) = 2.18 =CHISQ.INV.RT(0.975, 8) = 2.18
上側棄却限界値 𝜒𝜒2 8, 0.025      =CHISQ.INV(0.975, 8) = 17.53   =CHISQ.INV.RT(0.025, 8) = 17.53

下側確率と上側確率に注意

 χ2分布の性質

母標準偏差の仮説検定
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𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

p.102

⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025
棄却域 棄却域

下側確率 上側確率
=CHIINV 関数と同じ

上側確率

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025
(2.5.3)

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　カイ２乗分布の性質を利用して、下段に示した式(2.5.3) から母標準偏差の仮説検定を行います。事例として、自由度 8 の カイ２乗分布を例に説明します。
　カイ２乗値が含まれる確率が 95% の範囲、すなわち両側 5% 点を棄却限界値として、その外側を棄却域とします。アルファ=0.05 の両側検定です。
　下側の棄却限界値は、カイ２乗 (8, 0.975)、すなわち上側確率 0.975、自由度 8 のカイ２乗値です。2.18 が得られます
　上側の棄却限界値は、カイ２乗 (8, 0.025)、すなわち上側確率 0.025、自由度 8 のカイ２乗値です。17.53 が得られます。
　表記するときに下側確率を使うか上側確率を使うか、Excel 関数を使うときに下側確率を使うか上側確率を使うか、注意が必要です。
　仮説検定では、このようにして棄却限界値のカイ二乗値を計算して、グラフの中のグリーンの矢印で示したように、2.18 以下、17.53 以上のカイ２乗値が棄却域です。



χ2分布の棄却限界値と棄却域
χ2分布の性質から、母分散（母標準偏差）についての仮説検定を行う
自由度 8 の χ2分布で両側 5%点を棄却限界値→ その外側を棄却域とする（α=0.05、両側検定）
下側棄却限界値 𝜒𝜒2 8, 0.975 =CHISQ.INV(0.025, 8) = 2.18 =CHISQ.INV.RT(0.975, 8) = 2.18
上側棄却限界値 𝜒𝜒2 8, 0.025      =CHISQ.INV(0.975, 8) = 17.53   =CHISQ.INV.RT(0.025, 8) = 17.53

母標準偏差の仮説検定の事例
９個の観測値の残差平方和が 744であった
このサンプルの母集団の標準偏差は
σ = 10と異なるといえるか

H0：σ=10 H1：σ≠10

帰無仮説は棄却されない（α = 0.05、両側検定）

母標準偏差の仮説検定
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𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

p.102

⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025
棄却域 棄却域

下側確率 上側確率
=CHIINV 関数と同じ

上側確率

𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2 = ⁄744 102 = 7.44

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

𝜒𝜒2 = 7.44

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　たとえば、９個の観測値の残差平方和が 744 であったとき、このサンプルの母標準偏差が シグマ=10 と異なるといえるか仮説検定します。帰無仮説 H(0)：シグマ=10、対立仮説　H(1)：シグマ≠10 です。右のグラフに記入したように、カイ２乗値 7.44 は棄却域に入らないので、帰無仮説は棄却されません。このサンプルの元となった母集団の標準偏差は 10 と異なるとは言えないという結論になります。これは、アルファ=0.05 の両側検定になります。
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命題と対偶（§1.4）
命題 𝐴𝐴 ∶ サンプルはこの母集団（ μ=50、σ=10）から得られた→ 𝐵𝐵 ∶ 𝜒𝜒2は 2.18, 17.53 の範囲内
対偶 𝐴̅𝐴 : サンプルはほぼこの母集団から得られていない ← �𝐵𝐵 : 𝜒𝜒2は 2.18, 17.53 の範囲外

母集団とサンプル
ある母集団は、μ=50、σ=10の正規分布に従う
あるサンプル（n=9）がこの母集団（ σ=10）から得られたサンプルではないといえるか？
（サンプルを抽出した母集団の母標準偏差は 10 と異なるといえるか）

p.102母標準偏差の仮説検定

サンプル（n=9）の 𝜒𝜒2 値が棄却域（ [2.18, 17.53]  の外側）に入ると帰無仮説（σ = 10 ）を棄却
対立仮説（σ ≠ 10）を採択、有意であり σ は 10 と異なる（α=0.05、両側検定）

帰無仮説 H0: 𝜎𝜎 =10

対立仮説 H1: 𝜎𝜎 ≠ 10

母標準偏差の仮説検定（命題と対偶）

棄却域（α = 0.05）

信頼率 1 − 𝛼𝛼 = 0.95

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§ 1.4 で説明があった「命題」と「対偶」で表すと、母集団は、ミュー=50、シグマ=10 の正規分布に従います。 あるサンプル (n=9) が、この母集団から抽出されたサンプルではない、サンプルから推定される母標準偏差は 10 と異なると言えるかという検定です。
　命題は　「A : サンプルはこの母集団（ミュー=50、シグマ=10）から得られた」であれば「B:カイ２乗値は [2.18, 17.53] の範囲内である」 です。これは信頼率 95% で確かなことです。この対偶は、「B-bar:カイ２乗値が [2.18, 17.53] の範囲の外側」であれば、 「A-bar:サンプルはほぼこの母集団から得られたものではない、シグマはほぼ 10 ではない」となります。あるサンプルの カイ２乗値が棄却域に入ると、帰無仮説は棄却されます。サンプルから推定される母標準偏差 シグマ は 10 と有意に異なるという結論になります。これは，有意水準 0.05 の両側検定です。　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-4.pdf


両側検定と片側検定
両側検定（両側、α=0.05）

H0：σ =10   H1：σ ≠10 𝜒𝜒2 ν, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 ≤ 𝜒𝜒2 ν, 0.025 この範囲外で帰無仮説を棄却
片側検定（片側、α=0.05 ）

 H0：σ = 10   H1：σ >10 棄却域：𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2 ≥ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05 or 𝑆𝑆 ≥ 𝜎𝜎2𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05 ･･･右片側検定
 H0：σ = 10   H1：σ <10 棄却域：𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2 ≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95 or 𝑆𝑆 ≤ 𝜎𝜎2𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95 ･･･左片側検定

p値
右片側検定の場合 H1：σ >10

=CHIDIST(χ2, ν ) =CHISQ.DIST.RT(χ2, ν)
左片側検定の場合 H1：σ < 10

=1－CHIDIST(χ2, ν ) =CHISQ.DIST(χ2, ν)
両側検定の場合
上側確率と下側確率で小さい方の確率を２倍

母標準偏差の仮説検定
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𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95
= 2.73

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05
= 15.51

𝛼𝛼 = 0.05

p.102

𝛼𝛼 = 0.05

左片側検定
棄却域

右片側検定
棄却域

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

仮の値

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母標準偏差の仮説検定の片側検定を、両側検定と比較して説明します。
　ここまで説明してきた両側検定の場合、帰無仮説は シグマ=10、 対立仮説は シグマ≠10、ここで 帰無仮説の 10 は仮の値です。カイ２乗値を検定統計量として、棄却域はカイ２乗 (ニュー, 0.975)以下、あるいはカイ２乗 (ニュー, 0.025)　以上です。カイ２乗値が棄却域に入れば帰無仮説を棄却し、母標準偏差は 10 と異なると判断します。
　片側検定は、サンプルから推定される母集団のばらつきが帰無仮説の 10 よりもおおきいか、小さいかという検定になります。
　対立仮説が H(1)：シグマ >10 のとき、つまりバラツキが大きいかどうかを検定するとき、検定統計量をカイ２乗値として、カイ２乗値がカイ２乗(ニュー, 0.05) より大きいときに帰無仮説を棄却します。あるいは、平方和 S を検定統計量として、平方和がシグマ^2 とカイ２乗(ニュー, 0.05) の積より大きいときに帰無仮説を棄却します。図では、カイ２乗値が上側の棄却域に入った場合を示しています。これを右片側検定といいます。
　反対に、対立仮説が H(1)：シグマ < 10 のとき、つまりバラツキが小さいかどうかを検定するときも同様に考えます。これを左片側検定といいます。



両側検定と片側検定
両側検定（両側、α=0.05）

H0：σ =10   H1：σ ≠10 𝜒𝜒2 ν, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 ≤ 𝜒𝜒2 ν, 0.025 この範囲外で帰無仮説を棄却
片側検定（片側、α=0.05 ）

 H0：σ = 10   H1：σ >10 棄却域：𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2 ≥ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05 or 𝑆𝑆 ≥ 𝜎𝜎2𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05 ･･･右片側検定
 H0：σ = 10   H1：σ <10 棄却域：𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2 ≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95 or 𝑆𝑆 ≤ 𝜎𝜎2𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95 ･･･左片側検定

p値
右片側検定の場合 H1：σ >10

=CHIDIST(χ2, ν ) =CHISQ.DIST.RT(χ2, ν)
左片側検定の場合 H1：σ < 10

=1－CHIDIST(χ2, ν ) =CHISQ.DIST(χ2, ν)
両側検定の場合
上側確率と下側確率で小さい方の確率を２倍

母標準偏差の仮説検定
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𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.95
= 2.73

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.05
= 15.51

𝛼𝛼 = 0.05

p.102

𝛼𝛼 = 0.05

左片側検定
棄却域

右片側検定
棄却域

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

仮の値

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に p値 の求め方です。
　右片側検定の場合は、得られたカイ二乗値の上側確率が p 値です。左片側検定の場合は、得られたカイ二乗値の下側確率が p 値です。
　両側検定の場合は、求めたカイ二乗値の上側確率と下側確率を求め、小さい方の確率を2倍します。




母標準偏差の仮説検定
両側検定と片側検定
自由度 8、χ2 値 11.57の場合
上側確率 =CHISQ.DIST.RT(11.57, 8)=0.172
下側確率 =1－0.172 = 0.828 0.172 < 0.828

両側検定（𝛼𝛼 = 0.05）
𝜒𝜒2 = 11.57 <棄却限界値 17.53
𝑝𝑝 = 0.172 > ⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

↓  2倍
 𝑝𝑝 = 0.343 >  𝛼𝛼 = 0.05 

→ 有意ではない

 右片側検定（𝛼𝛼 = 0.05）
 𝜒𝜒2 = 11.57 <棄却限界値 15.51
 𝑝𝑝 = 0.172 >  𝛼𝛼 = 0.05 

→ 有意ではない
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棄却域 棄却域χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

棄却域
右片側検定
（α=0.05）

𝜒𝜒2 = 11.57
上側 0.172

𝜒𝜒2 = 11.57
上側 0.172
下側 0.828

p.102

両側検定
（α=0.05） 上側確率

0.172
下側確率

0.828

上側確率
0.172

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　たとえば、自由度 8、カイ２乗値 11.57 だった場合の、両側検定と右片側検定を説明します。
　カイ２乗値が 11.57 の上側確率は 0.172です。下側確率は 0.828 です。小さい方は上側確率の 0.172 です。
　右のグラフは、自由度 8 のカイ２乗分布で、上段が両側検定、下段が右片側検定を表しています。いずれの場合も、カイ２乗値 11.57 をオレンジの縦線で示してあり、上側確率 0.172、下側確率 0.828 です。
　



母標準偏差の仮説検定
両側検定と片側検定
自由度 8、χ2 値 11.57の場合
上側確率 =CHISQ.DIST.RT(11.57, 8)=0.172
下側確率 =1－0.172 = 0.828 0.172 < 0.828

両側検定（𝛼𝛼 = 0.05）
𝜒𝜒2 = 11.57 <棄却限界値 17.53
𝑝𝑝 = 0.172 > ⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

↓  2倍
 𝑝𝑝 = 0.343 >  𝛼𝛼 = 0.05 

→ 有意ではない

 右片側検定（𝛼𝛼 = 0.05）
 𝜒𝜒2 = 11.57 <棄却限界値 15.51
 𝑝𝑝 = 0.172 >  𝛼𝛼 = 0.05 

→ 有意ではない
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⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

棄却域 棄却域χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

𝜒𝜒2 8, 0.05
= 15.51

𝛼𝛼 = 0.05
棄却域

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

右片側検定
（α=0.05）

𝜒𝜒2 = 11.57
上側 0.172

𝜒𝜒2 = 11.57
上側 0.172
下側 0.828

p.102

両側 p 値

片側 p 値

両側検定
（α=0.05）

同じこと同じこと

使わない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下段の右片側検定のグラフの場合、有意水準 アルファ=0.05 から棄却限界値は 15.51 で、棄却域はその外側です。カイ２乗値 11.57 は棄却限界値 15.51 よりも小さく棄却域に入らないので、有意ではありません。また、カイ２乗値 11.57 の上側確率 0.172 が p 値であり、有意水準 0.05 よりも大きいので有意ではありません。この p 値を「片側 p 値」といいます。カイ２乗値と棄却限界値との比較と、p 値とアルファ=0.05 の比較は同じことを表しています。
　上段の両側検定のグラフの場合、有意水準 0.05 は片側 0.025 ずつ割り振られるので、棄却限界値は 2.18 と 17.53 で、棄却域はそれぞれの外側です。カイ２乗値 11.57 は棄却域に入らないので、有意ではありません。また、カイ２乗値 11.57 の上側確率と下側確率で、小さい方の　0.172 が p 値です。この値 は有意水準 0.025 よりも大きいので有意ではありません。これは、両者を２倍して、p 値 0.343 と有意水準 0.05 を比較することと同じです。この 0.343 を両側検定の p 値として、有意水準 0.05 と比較します。これを「両側 p 値」といいます。




母分散、母標準偏差の区間推定
区間推定

母分散の区間推定（95%信頼区間、95%CI）

母標準偏差の区間推定（95%信頼区間、95%CI）
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𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

≤ 𝜎𝜎2 ≤
𝑆𝑆

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

≤ 𝜎𝜎 ≤
𝑆𝑆

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

(2.5.3)

(2.5.4)

p.103

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母分散、母標準偏差の区間推定を求めるには、式(2.5.3)を変形して式(2.5.4)を得ます。これから、母分散の 95% 信頼区間が求められます。
　また、平方根をとると、母標準偏差の区間推定になります。



母分散、母標準偏差の区間推定
区間推定

𝜒𝜒2の棄却限界値（ 𝜒𝜒2が含まれる確率が 95%の範囲）

観測値の標準偏差 sの棄却限界値
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𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 ≤ 𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025 (2.5.3)

p.103

𝑉𝑉 = 𝑠𝑠2 = ⁄𝑆𝑆 𝜈𝜈
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 × 𝜎𝜎2 ≤ 𝑆𝑆 ≤ 𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025  × 𝜎𝜎2

 

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975
𝜈𝜈

× 𝜎𝜎2 ≤
𝑆𝑆
𝜈𝜈
≤
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

𝜈𝜈
× 𝜎𝜎2

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975
𝜈𝜈

× 𝜎𝜎 ≤ 𝑠𝑠 ≤
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

𝜈𝜈
× 𝜎𝜎

𝜈𝜈 = 8、𝜎𝜎 = 10
𝜒𝜒2値の棄却限界値
𝜒𝜒2 8, 0.975 = 2.18
𝜒𝜒2 8, 0.025 = 17.53

標準偏差 s の棄却限界値

𝑠𝑠 =
2.18

8
× 10 = 5.5

𝑠𝑠 =
17.53

8
× 10 = 14.8

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでは、式(2.5.3)により、カイ２乗値の棄却限界値を算出しました。この式から標準偏差に変換して、標準偏差の棄却限界値を求めます。
　式(2.5.3)を変形します。一方、観測値の平均平平方（分散）V は、標準偏差の小文字 s^2 です。これは、平方和を自由度ニューで除して求められます。これを代入して平方根を取ると最下段の式が得られます。これは標準偏差 s の棄却限界値です。
　たとえば、シミュレーションの例では、カイ２乗値の棄却限界値は 2.18 と 17.53 でした。これから、標準偏差 s の棄却限界値 5.2 と 14.8 が得られます。



平均 9.6 872 785 7.8 α χ2(上) χ2(下)
標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18

s.d. S0 S χ2 p 値
1 9.6 1,056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4
3 11.9 1,134 1,133 11.3 0.368 8.0 22.8
4 13.9 1,839 1,545 15.4 0.102 9.4 26.6
5 8.9 778 638 6.4 0.791 6.0 17.1

50 7.3 441 425 4.2 0.332 4.9 14.0
51 16.2 2,111 2,091 20.9 0.015 10.9 31.0
52 6.2 351 307 3.1 0.140 4.2 11.9
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
100 11.5 1,067 1,066 10.7 0.443 7.8 22.1

σ   区間推定

母標準偏差の仮説検定と区間推定（シミュレーション）
シミュレーションの結果
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𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

p.103

表示 2.5.1

⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

𝑝𝑝 > 0.05 H0：σ = 10
を含む

棄却域に
入らない 棄却域 棄却域

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

𝜒𝜒2 = 11.57

棄却限界値
𝜒𝜒2 8, 0.975 = 2.18
𝜒𝜒2 8, 0.025 = 17.53

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel の表示2.5.1 を使ってシミュレーションを行いました。そこで行った仮説検定と区間推定の結果を比較します。
　表の右上のグリーン枠に、さきほど計算したカイ二乗値の棄却限界値 2.18、17.53 が表示されています。アルファ=0.05 の両側検定です。右図のグリーンの縦棒で棄却限界値を示してあります。それぞれの外側が棄却域です。
　ブルー枠で示したサンプル１の場合、カイ二乗値 7.4 は棄却限界値よりも内側にあり、棄却域には入りません。p 値 0.979 は 0.05 を超えています。この場合は帰無仮説が棄却されず、有意ではありません。また、母標準偏差の区間推定は 6.5～18.5 で帰無仮説の シグマ=10 を含んでいます。
　母標準偏差 シグマ=10 の母集団からの模擬抽出しているので、サンプル 1 は正しい結果が得られています。
　



平均 9.6 872 785 7.8 α χ2(上) χ2(下)
標準偏差 2.5 408 395 4.0 0.05 17.53 2.18

s.d. S0 S χ2 p 値
1 9.6 1,056 744 7.4 0.979 6.5 18.5
2 6.0 305 284 2.8 0.112 4.0 11.4
3 11.9 1,134 1,133 11.3 0.368 8.0 22.8
4 13.9 1,839 1,545 15.4 0.102 9.4 26.6
5 8.9 778 638 6.4 0.791 6.0 17.1

50 7.3 441 425 4.2 0.332 4.9 14.0
51 16.2 2,111 2,091 20.9 0.015 10.9 31.0
52 6.2 351 307 3.1 0.140 4.2 11.9
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・
100 11.5 1,067 1,066 10.7 0.443 7.8 22.1

σ   区間推定

母標準偏差の仮説検定と区間推定（シミュレーション）
シミュレーションの結果
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𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

p.103

表示 2.5.1

第１種の誤り

⁄𝛼𝛼 2 = 0.025⁄𝛼𝛼 2 = 0.025

95%信頼区間に母標準偏差 σ=10が含まれないときに、両側検定（α=0.05）は有意になる

𝑝𝑝 < 0.05 H0：σ = 10
を含まない

棄却域に
入る

棄却域 棄却域
χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

𝜒𝜒2 = 20.9

棄却限界値
𝜒𝜒2 8, 0.975 = 2.18
𝜒𝜒2 8, 0.025 = 17.53

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠で示したサンプル 51 の場合、カイ二乗値 20.9 は棄却域に入ります。p 値 0.015 は 0.05 以下です。すなわち、帰無仮説が棄却されて、母標準偏差は 10 と有意に異なります。母標準偏差の区間推定は 10.9～31.0 で、帰無仮説の シグマ=10 を含みません。　母標準偏差 シグマ=10 の母集団からの模擬抽出しているので、このサンプル 51 は誤った結果になっています。これは、帰無仮説が正しいのに正しくないと結論する誤り、すなわち「第１種の誤り」です。
　前節の母平均値の場合と同様に、95% 信頼区間に帰無仮説の シグマ=10 が含まれない場合、両側検定（α=0.05）での仮説検定の結果は有意になります。



シミュレーションの結果
母標準偏差 σの信頼区間は、点推定を中心に対称ではなく、値の大きい方に広い
95%信頼区間にσ=10が含まれないときに 両側検定（α=0.05）では有意になる

0
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10
15
20
25
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35

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91

s.d
.

母標準偏差の仮説検定と区間推定（シミュレーション）
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σ

p.103

表示 2.5.4

信頼区間に
σ=10 が
含まれない信頼区間が

大きい方に広い 第１種の誤り

帰無仮説が棄却されない
正しい結果

サンプル番号
1～100

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 2.5.4 は、100 サンプルについて、母標準偏差 シグマ の点推定と区間推定を行った結果です。横軸はサンプル番号 1～100 です。縦軸は標準偏差です。
　シグマの信頼区間は、シグマの点推定を中心に対称ではなく、大きい方に広がっています。これは、カイ二乗分布から推定しているので、このようになります。
　また、100 組のサンプルの中で、帰無仮説 シグマ=10 の仮説検定で有意になったサンプルは 4 個で、点推定を赤くしてあります。このサンプルは 第１種の誤りになります。その他の 96 個のサンプルは、帰無仮説が棄却されないので、正しい結果になっています。
　95%信頼区間に シグマ=10 が含まれないときに　両側検定（アルファ=0.05）では有意になります。



0
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10
15
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25
30
35

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91

s.d
.

シミュレーションの結果と理論値
帰無仮説（σ=10）が棄却されたサンプル数
（第１種の誤りのサンプル数）は 4、
割合は 4/100=0.04、α=0.05 とほぼ一致

母標準偏差の仮説検定と区間推定（シミュレーション）
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σ

p.103

表示 2.5.4

𝜒𝜒2 8, 0.975
=2.18

⁄𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975 𝜈𝜈 × 𝜎𝜎
= ⁄2.18 8 × 10 = 5.2

⁄𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025 𝜈𝜈 × 𝜎𝜎
= ⁄17.53 8 × 10 = 14.8

𝜒𝜒2 分布（α=0.05 の棄却限界値）

𝜒𝜒2 8, 0.025
=17.53

第１種の誤り

帰無仮説が棄却されない
正しい結果

棄却域 棄却域

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　シミュレーションの結果と理論値を比較します。
　既に説明したように、右上のカイ２乗分布のグラフにおいて、棄却限界値は自由度 8 の両側 5% 点で、グリーンの縦線で示したように 2.18 と 17.53 でした。この棄却限界値を標準偏差に換算すると、5.2 と 14.8 になりました。この値をシミュレーションの結果のグラフに、グリーンの横線で示してあります。シミュレーションと理論値の対応を黒い矢印で示してあります。
　シミュレーションで第１種の誤りが発生したサンプル数は 4、割合は 4/100=0.04　でした。あらかじめ設定したアルファ=0.05 とほぼ一致しました。アルファ=0.05 の両側検定に設定したので、この第１種の誤りが 5 個くらいになるように棄却限界値が決まっているという関係になります。



（3）Excelによる解析、分散に関する推測

（JMPによる解析方法は §2.6 で説明）
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p.103

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excelを使って、母分散と母標準偏差に関する仮説検定と区間推定を自動的に計算します。なお、JMP を使った解析方法は、§ 2.6 で取り上げられます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-6.pdf


Excelによる解析、母分散と母標準偏差に関する推測
Excelシートによる自動計算
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A B C D E F G H
15 x n 9 =COUNT(B16:B25)
16 1 44 平方和 1156.9 =DEVSQ(B16:B25)
17 2 39 標準偏差 12.0 =STDEV(B16:B25)
18 3 41 自由度 8 =E15-1
19 4 60 仮説検定
20 5 72 帰無仮説 σ 10
21 6 56 χ2 11.57 =E16/E20^2
22 7 47 p値（上側） 0.172 =CHIDIST(E21,E18)
23 8 59 p値（下側） 0.828 =1-E22
24 9 69 p値（両側） 0.343 =2*MIN(E22:E23)
25 10 区間推定
26 α（両側） 0.05
27 σ2の区間推定 66.0 530.7 =$E$16/CHIINV($E$26/2,$E$18)
28 σの区間推定 8.1 23.0 =SQRT(E27)

表示2.5.5 分散に関する推測

p.104

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, ⁄𝛼𝛼 2 ≤ 𝜎𝜎2 ≤

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, ⁄𝛼𝛼 2  

(2.5.4)

𝑆𝑆 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

観測値
セルの挿入で
10以上に対応 信頼率1 − 𝛼𝛼 = 0.95

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel の表示2.5.5　を使います（操作）。　
　この表は、観測値を入力して分散の検定と推定を行うように組まれています。オレンジ枠の観測値、ブルー枠の帰無仮説のシグマ、グリーン枠の両側検定の有意水準アルファの３か所に入力します。
　サンプルの個々の観測値をオレンジの B列 に入力します。B列で、セルを挿入して範囲を拡大すると10個以上の観測値に対応できます。
　セル E15 で、データ数 n を COUNT 関数で求めます。セル E16 で、残差平方和を DEVSQ 関数で求めます。セル E17 で標準偏差を STDEV 関数で求めます。セル E18 で自由度 n-1 を求めます。セル E20 で帰無仮説の シグマ を入力すると、セル E20 でカイ２乗値を求めます。セル E22 で右片側検定の p 値、E23 で左片側検定の p 値、セル E24 で両側検定の p 値を CHIDIST 関数で求めています。ここには、CHISQ.DIST.RT 関数が利用できます。セル E26 に有意水準アルファを入力すると式(2.5.4) から、セル E27:F27 に母分散の標準偏差を求めています。また、E28:F28 に母標準偏差の信頼区間を求めています。



Excelによる解析、母分散と母標準偏差に関する推測
Excelシートによる自動計算
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A B C D E F G H
15 x n 9 =COUNT(B16:B25)
16 1 44 平方和 1156.9 =DEVSQ(B16:B25)
17 2 39 標準偏差 12.0 =STDEV(B16:B25)
18 3 41 自由度 8 =E15-1
19 4 60 仮説検定
20 5 72 帰無仮説 σ 10
21 6 56 χ2 11.57 =E16/E20^2
22 7 47 p値（上側） 0.172 =CHIDIST(E21,E18)
23 8 59 p値（下側） 0.828 =1-E22
24 9 69 p値（両側） 0.343 =2*MIN(E22:E23)
25 10 区間推定
26 α（両側） 0.05
27 σ2の区間推定 66.0 530.7 =$E$16/CHIINV($E$26/2,$E$18)
28 σの区間推定 8.1 23.0 =SQRT(E27)

表示2.5.5 分散に関する推測

p.104

0 5 10 15 20
𝜒𝜒2 = 11.57

p 値(上側)
0.172

p 値(下側)
0.828

2 × 0.172 = 0.343

χ2 分布（𝜈𝜈 = 8 ）

上側と下側の小さい方を選択

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　p 値について説明します。カイ２乗値は 11.57 なので、自由度 8 のカイ２乗分布のカイ２乗=11.57 の上側確率は 0.172、下側確率は 0.828 です。したがって、両側確率の場合、カイ２乗値から求めた上側確率と下側確率のうち、小さい方の 0.172 を２倍して 0.343 になります。
　



（4）n と区間推定の幅の関係

サンプルサイズと区間推定の精度

42

p.104

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、サンプルサイズ　n と区間推定の精度との関連性について説明します。



n と区間推定の幅の関係
母標準偏差の区間推定における上限／下限の比

母標準偏差の区間推定において、上限と下限の値が近い（比が 1 に近い）ほど区間幅は狭い
 𝜒𝜒2分布による区間推定では、この比は自由度のみで決まり、自由度が高いほど推定精度は高い
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𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

= �𝜎𝜎𝐿𝐿
2 ≤ 𝜎𝜎2 ≤

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

= �𝜎𝜎𝑈𝑈
2

�𝜎𝜎𝑈𝑈
�𝜎𝜎𝐿𝐿

=
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

=
𝜒𝜒2 8, 0.025
𝜒𝜒2 8, 0.975

=
17.53
2.18

= 2.84

�𝜎𝜎𝑈𝑈
�𝜎𝜎𝐿𝐿

=
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

=
𝜒𝜒2 50, 0.025
𝜒𝜒2 50, 0.975

=
71.42
32.36

= 1.49

(2.5.4)

自由度 5 8 10 15 20 30 50 70 100
標準偏差の上限／下限 3.93 2.84 2.51 2.10 1.89 1.67 1.49 1.40 1.32

p.104

0

上限と下限の
値が近いほど
区間幅は狭い

上限と下限のイメージ図

自由度 8

自由度 50

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　一般的に、右のグラフのように、区間推定の上限と下限の値が近いほど、すなわちその比が 1 に近いほど、区間幅は狭くなり、推定精度が高くなります。
　そこで、母標準偏差の区間推定の (上限/下限) の比を算出します。式(2.5.4)から、分散の上限値を シグマ(U)^2、下限値を シグマ(L)^2 として、両者の比を計算すると S が消去されて、カイ二乗値の比の平方根になります。
　テキストの 104頁 に下に示した表があります。この表のオレンジ枠のように、自由度８の場合は 2.84 であり、推定の幅がかなり大きいことがわかります。自由度 50 の場合は 1.49 です。
　このように、母標準偏差の精度は自由度のみで決まり、自由度が高くなるほど推定精度は高くなります。十分な精度、たとえば，この比を 1.5 以下にしようとすると 自由度は 50 程度が必要になります。



自由度 8 の場合
A B C D E F

15 x n 9
16 1 44 平方和 1156.9
17 2 39 標準偏差 12.0
18 3 41 自由度 8
19 4 60 仮説検定
20 5 72 帰無仮説 σ 10
21 6 56 χ2 11.57
22 7 47 p値（上側） 0.172
23 8 59 p値（下側） 0.828
24 9 69 p値（両側） 0.343
25 10 区間推定
26 α（両側） 0.05
27 σ2の区間推定 66.0 530.7
28 σの区間推定 8.1 23.0

n と区間推定の幅の関係
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1.0

2.0

3.0

4.0
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標
準

偏
差
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限
／

下
限

自由度
8              

どのようなデータでも、上限／下限の
信頼区間の比は自由度で決まる
母標準偏差の精度の高い推は難しい

点推定

p.104

自由度 5 8 10 15 20 30 50 70 100
標準偏差の上限／下限 3.93 2.84 2.51 2.10 1.89 1.67 1.49 1.40 1.32

表示
2.5.5 

⁄23.0 8.1 = 2.84

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この表を図にすると、右上のようになります。自由度８のところに縦線を書き込んであります。この事例のように、自由度８でのシグマの信頼区間の比は 2.84 で、非常に幅が広く、推定精度が低いことが分かります。
　さきほどの表示2.5.5 では、９つのデータの標準偏差の区間推定を行いました。自由度が８です。シグマの点推定が 12.0、区間推定が [8.1, 23.0]でした。この比は2.84です。下段の表の自由度８の 2.84 と一致しています。つまり、どのようなデータでも、上限と下限の信頼区間の比は自由度で決まります。



自由度 50 の場合
A B C D E F

15 x n 51
16 1 44 平方和 12511.7
17 2 39 標準偏差 15.8
18 3 41 自由度 50
19 4 60 仮説検定
20 5 72 帰無仮説 σ 10
21 6 56 χ2 125.12
22 7 47 p値（上側） 0.000
23 8 59 p値（下側） 1.000
24 9 69 p値（両側） 0.000
25 10 44 区間推定
26 11 39 α（両側） 0.05
27 12 41 σ2の区間推定 175.2 386.7
28 13 60 σの区間推定 13.2 19.7

n と区間推定の幅の関係
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p.104

自由度 5 8 10 15 20 30 50 70 100
標準偏差の上限／下限 3.93 2.84 2.51 2.10 1.89 1.67 1.49 1.40 1.32

下部は
省略

1.0

2.0

3.0

4.0

0 20 40 60 80 100

標
準

偏
差

の
上

限
／

下
限

自由度
8              50

どのようなデータでも、上限／下限の
信頼区間の比は自由度で決まる
母標準偏差の精度の高い推は難しい

自由度 50でこの程度の精度
これ以上に自由度を増やしても、
見合った精度の向上は期待できない

⁄19.7 13.2 = 1.49

表示
2.5.5 

点推定

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、左上の表のように、サンプルサイズが 51 、自由度 50 の事例では、標準偏差の点推定が 15.8、区間推定が [13.2, 19.7]で、その比が1.49 になります。この程度の精度が期待されます。
　しかし、これ以上に自由度を増やしても、それに見合った精度の向上は期待できません。母標準偏差を精度よく推定することは難しいことがわかります。



まとめ
データから標準偏差を計算し、その推定誤差を考慮して、

母標準偏差の仮説検定と母標準偏差の区間推定を行った

母標準偏差の区間推定の範囲は予想以上に広く，
母標準偏差を精度よく推定することは難しい

 𝜒𝜒2分布は，正規分布に次ぐ重要な分布

46
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
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