
3 ２組のデータの解析
3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較
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テキスト
芳賀敏郎（2011）医薬品開発のための統計解析

第１部 基礎 改訂版、サイエンティスト社、p.275

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第１部　基礎　改訂版」　を使用します。




第１部 基礎

1. 統計の基礎・・・・・1.1宝くじの期待値と分散、1.2 サイコロの目の数の期待値と分散
1.3 分散の加法性・中心極限定理・正規分布、1.4 統計的推測、1.5 モデル

2. １組のデータの解析 2.1 データの特徴の記述、2.2 データのグラフ表示と外れ値
2.3対数変換と対数正規分布、2.4 平均に関する推測（母標準偏差 σ既知）
2.5 分散に関する推測、2.6 平均に関する推測（母標準偏差 σ未知）

3. ２組のデータの解析 3.1 データのグラフ化、3.2 平均値の差の t 検定、3.3 分散の違いの検定
3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較
3.5 対応のある場合の平均値の差の t検定、3.6 検出力と n の決め方
3.7 ノンパラメトリック検定

4. 相関・回帰・・・・・4.1 散布図、4.2 相関係数、4.3回帰モデルとモデルの推定
4.4 誤差を考慮した推定、4.5 回帰分析適用上の諸問題
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本章では、２組のデータの解析を取り上げます。
　本節では、3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較を取り上げます。



3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較

（1）外れ値の含まれる場合
（2）対数変換による等分散化
（3）平均値の差の Welch（ウェルチ）の検定と区間推定
（4）JMPによる Welchの検定

使用するファイル
Excelファイル「基本改3.xls」
JMP ファイル「3-2群1.jmp」「3-演習2.jmp」
サイエンティスト社ホームページからダウンロード

JMP 10.0.2 の出力を表示
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テキストの
該当ページ

p.146

★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの 146 頁を開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。




はじめに
等分散が成立しない場合の２群の平均値の比較

２群の平均値の比較（t 検定）では、
２群が正規分布に従い、等分散であることを仮定（ § 3.2 ）

「分散の違いの検定」（ § 3.3 ）で２群のばらつきに違いがみられた場合の対応
（分散が異なること自体も重要ではあるが、特に平均値を比較したいという場合）

（1）外れ値の含まれる場合（グラフによる外れ値の確認）
（2）変数変換による等分散化（対数変換）
（3）平均値の差のWelch の検定と区間推定（等分散を仮定しない２群の平均値の比較）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前々節で、２群の平均値の比較する t 検定では、２群が正規分布に従い。等分散であることを仮定していました。
　前節で、「分散の違いの検定」を説明しました。この解析結果から２群のばらつきに違いがみられた場合、２群の平均値の比較をどう処理するかを考えます。分散が異なること自体も２群の差として重要ですが、特に平均値を比較したいという場合を想定します。
　まず、(1) グラフによる確認を行います。特に外れ値があるか否かの確認になります。次に、(2) 変数変換です。その中の対数変換を取り上げ、等分散化について説明します。さらに、(3) 等分散を仮定しない２群の平均値の比較として、Welch の検定と区間推定を取り上げます。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-3.pdf


（1）外れ値の含まれる場合

分散の違いの検定（等分散の検定）で
有意になった場合の対応

グラフ化
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分散の違いの検定（等分散の検定）で有意になった場合の対応として、グラフ化による外れ値の確認について取り上げます。



外れ値の含まれる場合
データ

Excelファイル「基礎改3.xls」
名前ボックスから「表示3.4.1」

（Fig34_01）を選択

薬効薬理試験における２群のラットの体重
対照群 𝑛𝑛1 = 8

 投与群 𝑛𝑛2 = 10
注）前節とは数値が異なる
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表示3.4.1 外れ値の含まれる場合

p.146

対照群 投与群 分子の自由度 9
1 153 145 分母の自由度 7
2 154 146 F 比 4.967
3 152 128 上側 p 値 0.023
4 155 147 下側 p 値 0.977
5 157 141 両側 p 値 0.046
6 151 146
7 149 144
8 150 142
9 147

10 149
n 8 10

平均 152.6 143.5
平方和 49.9 318.5
自由度 7 9

平均平方 7.13 35.39
標準偏差 2.67 5.95
変動係数 0.017 0.041

120

130

140

150

160

対照群 投与群追加

数値は前節と
異なる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「基礎改3.xls」を読み込み、　名前ボックスから「表示3.4.1」（Fig34_01）を選択して表示します（操作）。
　このデータは、前節と同様に、薬効薬理試験における２群のラットの体重です。サンプルサイズは、対照群　n(1)=8、投与群　n(2)=10 です。ただし、前節とは数値が異なっています。
　なお、表示 3.4.1 に標準偏差と変動係数を加えてあります。
　



外れ値の含まれる場合
等分散の検定（F検定）

有意水準 α=0.05 の両側検定（H0 : σ1
2=σ2

2）
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𝑉𝑉1 =
𝑆𝑆1
𝜈𝜈1

=
318.5

9
= 35.39 𝑉𝑉2 =

𝑆𝑆2
𝜈𝜈2

=
49.9

7
= 7.13

𝐹𝐹 =
𝑉𝑉1
𝑉𝑉2

=
35.39
7.13

= 4.967 (3.3.1)

F=4.967 の上側確率
=F.DIST.RT(4.967, 9, 7) = 0.023

F=4.967の下側確率
=F.DIST(4.967, 9, 7, TRUE) = 0.977

両側 p 値
 𝑝𝑝 = 0.023 × 2 = 0.046

２群の分散に有意差あり（α=0.05）

表示3.4.1 外れ値の含まれる場合
対照群 投与群 分子の自由度 9

1 153 145 分母の自由度 7
2 154 146 F 比 4.967
3 152 128 上側 p 値 0.023
4 155 147 下側 p 値 0.977
5 157 141 両側 p 値 0.046
6 151 146
7 149 144
8 150 142
9 147

10 149
n 8 10

平均 152.6 143.5
平方和 49.9 318.5
自由度 7 9

平均平方 7.13 35.39
標準偏差 2.67 5.95
変動係数 0.017 0.041
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140

150

160

対照群 投与群

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 3.4.1 は、前節で説明した F 検定による等分散の検定の計算結果です。
　オレンジ枠で示したように F 比が 4.967、両側 p 値が 0.046 です。有意水準 アルファ=0.05 で帰無仮説が棄却されます。すなわち、２群の分散に有意差があります。
　計算の過程は左側に示してあります。詳細は前節を参照してください。なお、式(3.3.1) で、F 比を求める分母と分子の添え字 (1, 2) を逆にしてあります。
　等分散の検定の結果、２群の分散に有意差があります。




対照群 投与群 分子の自由度 9
1 153 145 分母の自由度 7
2 154 146 F 比 4.967
3 152 128 上側 p 値 0.023
4 155 147 下側 p 値 0.977
5 157 141 両側 p 値 0.046
6 151 146
7 149 144
8 150 142
9 147

10 149
n 8 10

平均 152.6 143.5
平方和 49.9 318.5
自由度 7 9

平均平方 7.13 35.39
標準偏差 2.67 5.95
変動係数 0.017 0.041

120
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160

対照群 投与群

外れ値の含まれる場合
等分散の検定で有意になった対応

等分散の検定で有意になった場合、
ばらつきが異なると即断してはいけない
データのグラフをもう一度よく見る

↓
ばらつきが全体として異なるのではく、
投与群の外れ値の影響が考えられる

↓
外れ値の原因究明

記載ミス、入力ミス、実験ミス
想定外の要因の影響など

慎重に検討した結果として
外れ値を除外する場合もある
（ § 2.2 データのグラフ表示と外れ値）
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表示3.4.1 外れ値の含まれる場合

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　等分散の検定で有意になったとき，ばらつきが異なると即断することは危険です。
　等分散性の検定を行う前に、グラフ化することは必須の事項ですが、検定結果からグラフ化したデータを、もう一度よく観察します。
　表示3.4.1 の図から、ばらつきが全体として異なるのではく、ブルーの矢印で示したように、投与群の外れ値の影響が考えられます。
　§2.2 で説明したように、外れ値の原因究明として記載ミス、入力ミス、さらには実験ミスや想定外の要因の影響などを確認することが重要です。慎重に検討した結果として、原因が明確になった場合は、外れ値を除外して解析することも考えられます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf


JMP［二変量の関係］
データ
演習3.4.1（p.146、p.189）

JMP を立ち上げて、
JMP ファイル「3-演習2.jmp」を
読み込み

データ
A ：群（識別番号）

質的因子→名義尺度
y ：観測値

量的因子→連続尺度
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表示3.4.1 外れ値の含まれる場合
対照群 投与群 分子の自由度 9

1 153 145 分母の自由度 7
2 154 146 F 比 4.967
3 152 128 上側 p 値 0.023
4 155 147 下側 p 値 0.977
5 157 141 両側 p 値 0.046
6 151 146
7 149 144
8 150 142
9 147

10 149
n 8 10

平均 152.6 143.5
平方和 49.9 318.5
自由度 7 9

平均平方 7.13 35.39
標準偏差 2.67 5.95
変動係数 0.017 0.041

120

130

140

150

160

対照群 投与群

3-演習2.jmp

p.146

数値データ
群の識別番号

名義尺度

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで、Excel で行ってきたことを JMP で行います。これは演習3.4.1 の内容です。テキストの189ページにも記載があります。
　JMP を立ち上げて、JMP ファイル「3-演習2.jmp」を読み込みます（操作）。
　表示 3.4.1 のデータが縦に並べられています。列 A は、数値データですが、群の識別番号「1」「2」ですから、質的因子として扱います。JMP では名義尺度に指定します。y 列は観測値で、量的因子、連続尺度です。




JMP［二変量の関係］
［二変量の関係］の起動と設定

「A」が名義変数であることを確認
トップメニュー［分析］＞［二変量の関係］
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名義尺度
左クリックで

変更可

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　列名のリストで、変数「A」が、名義変数のマークになっていることを確認します。仮に別の尺度であれば、左クリックして、３つのメニューから［名義尺度］を選択します（操作）。
　トップメニューから［分析］＞［二変量の関係］で、目的変数に変数「y」、説明変数に変数「A」を設定して［OK］をクリックします（操作）。�



JMP［二変量の関係］
グラフ化

グラフ上で右クリック＞［マーカーサイズ］＞選択
▼＞［表示オプション］＞［箱ひげ図］、［点をずらす］
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点グラフの上で
右クリック

p.146

▼ を左クリック
オプションを表示

結果出力の初期状態
オプションメニューで解析を進める

ジッタープロット

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　点グラフが表示されます。結果出力の初期状態で、［二変量の関係］の結果出力はこれだけです。最初にグラフの内容を見てから、オプションメニューなどを使って、解析を進めていきます。
　マーカーサイズを変更するために、点グラフの上で右クリックしてメニューを表示させ、［マーカーサイズ］＞［大］など、適当なサイズを選択します（操作）。�　ジッタープロット（点をずらす）の設定と箱ひげ図の表示を行うため、赤い▼をクリックしてオプションメニューを表示させ、［表示オプション］のサブメニューから［箱ひげ図］と［点をずらす］を選択します（操作）。



グラフ化

点グラフ、箱ひげ図、外れ値の表示

JMP［二変量の関係］
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外れ値を
左クリック

▼＞［等分散性の検定］

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このような点グラフと箱ひげ図が得られます。
　箱ひげ図の基準から、外れ値が一つあることが分かります。外れ値をクリックします（操作）。
　データテーブルに外れ値の選択が反映されて、外れ値が行番号11の「128」であることが確認できます。
　分散の違いの検定を行うために、次に▼のオプションから［等分散性の検定］を選択して実行します（操作）。




等分散性の検定
両側 F検定は有意、外れ値の影響
Levene の検定、Brown-Forsythe の検定は
有意ではない、外れ値の影響を受け難い

JMP［二変量の関係］
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p.146

外れ値の影響を
受けている

外れ値に対して
頑健

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠で示したように、両側 F 検定の p 値は 0.0462 で分散の違いは有意です。しかし，ブルー枠で示したように、Levene の p 値は 0.28、Brown-Forsythe の検定の p 値は 0.47  となり有意ではありません。
　この後で説明するように、外れ値を除くと、２群のバラツキに差はみられないことから、両側 F 検定は外れ値の影響を受けて有意になったものと考えられます。Levene の検定、Brown-Forsythe の検定は外れ値の影響を受け難く、頑健であることがわかります。



JMP［二変量の関係］
外れ値の取り扱い

慎重に検討した結果として、原因が明確な場合は外れ値を除外する（ § 2.2 ）
外れ値を除外して分析をやり直し
手順を保存して再利用するためにスクリプトを保存

準備
［▼一元配置］の▼を
右クリック＞［削除］
（すでに記録してある
スクリプトを削除）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§ 2.2 で説明があったように、外れ値について、慎重に検討する必要があります。その上で、外れ値を除外します。
　外れ値を除外して、同じ統計処理を再度行います。このときに、この時点まで行った解析の手順をスクリプトとして記録して、それを再利用することを考えます。この事例ではさほどのメリットはありませんが、複雑な設定をする解析の場合は大きなメリットがあります。
　準備として、提供されている JMP ファイルにはすでにスクリプトが保存されているので、このスクリプトを削除します。［▼一元配置］の▼をクリックして、メニューから［削除］を選択します（操作）。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf


JMP［二変量の関係］
スクリプトの保存・再利用

データテーブルに「一元配置」として
スクリプトを保存
▼＞［スクリプト］
＞［スクリプトをデータテーブルに保存］

名前の変更可、そのままで継続
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「一元配置」の名称で
スクリプトを保存

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　スクリプトを保存します。
　オプションメニューから▼＞［スクリプト］＞［スクリプトをデータテーブルに保存］を選択すると、データテーブルに「一元配置」としてスクリプトが保存されます（操作）。
　名前を変更できますが、ここで、このままで進めます。



JMP［二変量の関係］
スクリプトの保存・再利用

▼「一元配置」＞［編集］
編集せずに、
［キャンセル］で戻る
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スクリプト
コンピュータに処理を自動的に
実行させるための命令を記述した
テキスト

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　スクリプトは手順を示した簡易なプログラムのことです。
　保存した「一元配置」の隣の▼からオプションの［編集］を選択します（操作）。
　このようにスクリプトが表示されます。JMP に特有のスクリプト言語があり、行った解析の手順が記録されています。このスクリプトにより、コンピュータに処理を自動的に実行させます。実行した内容が個人ごとに異なるので、スクリプトの内容は人によって異なります。
　編集せずに、［キャンセル］を押して戻ります（操作）。



JMP［二変量の関係］
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外れ値の除外と再計算
11行を選択して右クリック

＞［除外する／除外しない］
＞［表示しない／再表示］

▼「一元配置」＞［スクリプトの実行］

p.146

除外マーク行番号を
右クリック

非表示マーク

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　外れ値を除いて解析を行うために再計算させます。
　データテーブルの 11 行目を右クリックして［除外する／除外しない］を選択し、11行目を解析から除外します（操作）。
　さらに、［表示しない／再表示］を選択して表示から外します（操作）。
　データテーブルの 11 行目に「除外マーク」と「非表示マーク」が付きます。
　ここでの留意事項として、慎重に検討した結果として、原因が明確な場合は外れ値を除外するということを強調しておきます。外れ値だからといって、単純に除外してはいけません。
　変更が済んだデータテーブルで、保存したスクリプトを実行します。▼「一元配置」＞［スクリプトの実行］を選択します（操作）。



JMP［二変量の関係］
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外れ値の除外と再計算
スクリプトの実行、自動的に再計算
直ちに２群は等分散であるとは言えないが
等分散ではないことを支持する材料はない
図と併せて等分散と考えてよさそうである

p.146

有意ではない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　スクリプトの実行で、11 行目を除外した状態で、先ほどと同じ解析が自動で行われました。
　オレンジ枠で示したように、両側 F 検定の p 値は 0.88 であり有意ではなくなりました。Levene 検定の p 値は 0.8310、Brown-Forsythe 検定の p 値は 0.766 です。
　この検定結果から、直ちに２群は等分散であるという結論は得られませんが、等分散ではないことを支持する材料はなくなりました。また、グラフから判断して、等分散と考えてもよさそうです。



JMP［二変量の関係］
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前回の設定の再現（補足）

［分析］＞［二変量の関係］
＞［前回の設定］

p.146

直近の設定が
自動的に入る

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　同じ処理を繰り返す方法として、スクリプトの保存を説明しましたが、もう一つ利用できる機能が JMP にあります。
　［分析］＞［二変量の関係］で解析するときに、このようなダイアログが表示されます。ここで、オレンジの矢印で示した［前回の設定］を選択します。直近に目的変数と説明変数に選択した列名が自動的に設定されます。この先、説明変数に複数の列名を組み合わせて設定することがありますので、この機能も有用です。



（2）対数変換による等分散化

20

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、対数変換による等分散化です。



変動係数が等しいデータ
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データ
Excelファイル「基礎改3.xls」
名前ボックスから「表示3.4.2」

（Fig34_02）を選択

薬効薬理試験における２群のラットの体重
対照群 𝑛𝑛1 = 8

 投与群 𝑛𝑛2 = 10
（前節、表示 3.4.1 とは数値が異なる）

表示3.4.2変動係数がほ一定の場合

p.147

対照群 投与群 分子の自由度 9
1 30 58 分母の自由度 7
2 34 66 F 比 5.320
3 27 86 上側 p 値 0.019
4 43 78 下側 p 値 0.981
5 30 73 両側 p 値 0.038
6 29 100
7 27 69
8 21 66
9 50

10 58
n 8 10
平均 30.1 70.4
平方和 284.9 1948.4
自由度 7 9
平均平方 40.70 216.49
標準偏差 6.38 14.71
変動係数 0.212 0.209

0

20

40

60

80

100

対照群 投与群

表示 3.4.1 と
数値は異なる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「基礎改3.xls」で、　名前ボックスから「表示3.4.2」（Fig34_02）を選択して表示させます（操作）。
　このデータは、薬効薬理試験における２群のラットの体重です。対照群　n(1)=8、投与群　n(2)=10 です。サンプルサイズは表示 3.4.1 と同じですが、数値データは表示 3.4.1 と異なります。



変動係数が等しいデータ
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データ
F 検定の結果

２群の分散に有意差あり

変動係数が等しい場合
投与によって平均値と標準偏差が共に増加
２群の変動係数がほぼ等しい

↓
対数変換すると標準偏差が等しくなる

（ § 2.3  p.81）

表示3.4.2変動係数がほ一定の場合

p.147

対照群 投与群 分子の自由度 9
1 30 58 分母の自由度 7
2 34 66 F 比 5.320
3 27 86 上側 p 値 0.019
4 43 78 下側 p 値 0.981
5 30 73 両側 p 値 0.038
6 29 100
7 27 69
8 21 66
9 50

10 58
n 8 10
平均 30.1 70.4
平方和 284.9 1948.4
自由度 7 9
平均平方 40.70 216.49
標準偏差 6.38 14.71
変動係数 0.212 0.209

0

20

40

60

80

100

対照群 投与群
変動係数＝標準偏差／平均値

⁄6.38 30.1 = 0.212

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠で示したように、F 検定の p 値は 0.038で、２群の分散に有意差が認められます。
　このデータには「ある特徴」があります。グラフからわかるように、投与によって平均値が高くなると共に、ばらつきも増加しています。表のブルー枠で示したように、投与群の標準偏差は対照群の２倍以上になっていますが、平均値も高くなっているため、グリーン枠の変動係数は0.212, 0.209 と２群でほぼ等しくなっています。変動係数は、標準偏差を平均値で除した値です。
　§2.3 で，このように変動係数が等しいデータは，対数変換によって等分散に近づくことを説明しました。そこで、対数変換を行います。
　


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-3.pdf


対数変換による等分散化
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表示3.4.2変動係数がほ一定の場合
対照群 投与群 分子の自由度 9

1 30 58 分母の自由度 7
2 34 66 F 比 5.320
3 27 86 上側 p 値 0.019
4 43 78 下側 p 値 0.981
5 30 73 両側 p 値 0.038
6 29 100
7 27 69
8 21 66
9 50

10 58
n 8 10
平均 30.1 70.4
平方和 284.9 1948.4
自由度 7 9
平均平方 40.70 216.49
標準偏差 6.38 14.71
変動係数 0.212 0.209

0

20

40

60

80

100

対照群 投与群

対照群 投与群 分子の自由度 9
1 3.40 4.06 分母の自由度 7
2 3.53 4.19 F 比 0.985
3 3.30 4.45 上側 p 値 0.520
4 3.76 4.36 下側 p 値 0.480
5 3.40 4.29 両側 p 値 0.959
6 3.37 4.61
7 3.30 4.23
8 3.04 4.19
9 3.91

10 4.06
n 8 10
平均 3.4 4.2
平方和 0.3 0.4
自由度 7 9
平均平方 0.04 0.04
標準偏差 0.205 0.203

3

4

4

5

5

対照群 投与群

表示3.4.3対数変換値

対数変換

ほぼ同じ値

1 に近い
有意でない

p.147

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示3.4.2 を対数変換すると表示3.4.3 になります。グリーン枠と矢印で示したように、標準偏差は 0.205, 0.203 とほぼ等しくなりました。また、この値は、表示 3.4.2 の変動係数 0.212、0.209 とほぼ同じ値です。
　当然、ブルー枠で示したように、F 比は 1 に近い値であり、p=0.959 で有意ではありません。



対数変換による等分散化
対数変換
表示3.4.2のデータを自然対数に変換

F 検定の結果
２群の分散に有意差なし

標準偏差
対数変換すると２群の標準偏差がほぼ等しくなった
標準偏差は、変換前の変動係数とほぼ等しい

（ § 2.3  p.86）
注）対数変換したデータについて、

変動係数を計算しない（ § 2.3 ）
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表示3.4.3対数変換値
対照群 投与群 分子の自由度 9

1 3.40 4.06 分母の自由度 7
2 3.53 4.19 F 比 0.985
3 3.30 4.45 上側 p 値 0.520
4 3.76 4.36 下側 p 値 0.480
5 3.40 4.29 両側 p 値 0.959
6 3.37 4.61
7 3.30 4.23
8 3.04 4.19
9 3.91

10 4.06
n 8 10
平均 3.4 4.2
平方和 0.3 0.4
自由度 7 9
平均平方 0.04 0.04
標準偏差 0.205 0.203

3

4

4

5

5

対照群 投与群

p.147

変動係数を
計算しない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 3.4.3 をまとめると、変数変換の結果、２群の分散に有意差なくなりました。また、２群の標準偏差がほぼ等しくなりました。また、標準偏差は変換前の変動係数とほぼ等しい値になりました。　これらは、§ 2.3 で説明がありました。
　このような変数変換によって等分散化できるのであれば、変数変換値に対して平均値の差の検定を行います。
　なお、対数変換したデータについて、変動係数を計算しません。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-3.pdf


（3）平均値の差の Welch（ウェルチ）の検定

等分散が仮定できないときの検定方法
𝜎𝜎12 ≠ 𝜎𝜎22

25

p.148

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでの検討を加えても等分散が仮定できないときには，分散が等しくないとして、２群の平均値の差を解析することができます。その方法が、Welch の検定です。



２群の平均値の差の分布と仮説検定

サンプル２
𝑥𝑥2𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 1 …𝑛𝑛2

t検定と Welchの検定

26

母集団１
N 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12

サンプル１
𝑥𝑥1𝑖𝑖 𝑖𝑖 = 1 …𝑛𝑛1

母集団２
N 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22

p.137

母集団１と母集団２は独立

𝜇𝜇1 vs  𝜇𝜇2
の推測

２群の平均値の差の分布（§ 3.2）
サンプル 1 と 2 の平均値 d の差の分布
𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ は N  𝜇𝜇2−𝜇𝜇1, 𝜎𝜎1

2

𝑛𝑛1
+ 𝜎𝜎22

𝑛𝑛2
 に従う

２群の母平均の差の仮説検定（t 検定）
帰無仮説 H0：𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2
対立仮説 H1：𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2（両側検定の場合）

検定統計量の計算（t 値）
V 𝑑𝑑 が必要
母標準偏差 𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2が未知なので、
サンプルの平均平方から推定

未知、サンプルの
平均平方から推定

V 𝑑𝑑
ランダム
抽出

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§3.2 で 2 群の平均値の差の分布と仮説検定（t 検定）が取り上げられました。
　サンプル１とサンプル２があります。それぞれのサンプルサイズが n(1)、n(2)です。それぞれのサンプルの母集団１、母集団２は独立しており、正規分布に従うと考えます。サンプル 1 とサンプル 2 も正規分布に従うので、その平均値の差  x(2)-bar－x(1)-bar も正規分布に従います。その母平均は ミュー(2)－ミュー(1)、母分散は V[d] です。
　２群の母平均の差の仮説検定では、帰無仮説と対立仮説を設定し、検定統計量を計算します。このとき、V[d] が必要です。母標準偏差 シグマ(1)、シグマ(2) が未知なので、サンプルの平均平方から推定します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf


t検定と Welchの検定

２群の平均値の差の分布と仮説検定
２群の平均値の差の分散

仮説検定

27

V 𝑑𝑑 = V 𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ = V 𝑥̅𝑥2･ + V 𝑥̅𝑥1･ = ⁄𝜎𝜎12 𝑛𝑛1 + ⁄𝜎𝜎22 𝑛𝑛2

V 𝑑𝑑 = ⁄𝜎𝜎12 𝑛𝑛1 + ⁄𝜎𝜎22 𝑛𝑛2 = ⁄1 𝑛𝑛1 + ⁄1 𝑛𝑛2 𝜎𝜎2

𝜎𝜎2~ 𝑉𝑉 =
𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2
𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2

=
𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = V 𝑑𝑑 = ⁄1 𝑛𝑛1 + ⁄1 𝑛𝑛2 𝑉𝑉

𝑡𝑡 = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

V 𝑑𝑑 = ⁄𝜎𝜎12 𝑛𝑛1 + ⁄𝜎𝜎22 𝑛𝑛2

𝜎𝜎12~ 𝑉𝑉1 =
𝑆𝑆1
𝜈𝜈1

=
𝑆𝑆1

𝑛𝑛1 − 1

𝜎𝜎22~ 𝑉𝑉2 =
𝑆𝑆2
𝜈𝜈2

=
𝑆𝑆2

𝑛𝑛2 − 1
𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = V 𝑑𝑑 = ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2
𝑡𝑡 = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 (3.4.1)

p.148

（ t検定、 𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22 ≡ 𝜎𝜎2 、§ 3.2） （Welchの検定、 𝜎𝜎12 ≠ 𝜎𝜎22 ）

併合分散

分散の加法性

1 つの平均平方

2 つの平均平方

（ p.137）

2 つの平均平方
(3.2.1)

この t値は自由度 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2の t分布に従う この t 値は t 分布に従わない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　２群の平均値の差の分散 V[d] は、分散の加法性から 上段の式で求められます。
　左半分に示したように、t 検定では等分散を仮定して、シグマ(1)=シグマ(2)=シグマ として V[d] を求めます。このシグマは２群の平方和と自由度を合わせた平均平方 V で推定します。この平均平方を併合分散といいます。これを用いて、２群の平均値の差の標準誤差　s.e. の推定値を式(3.2.1) から得ます。２群の平均値の差が s.e. の何倍かを示す値が t 値であり、これは自由度 n(1)+n(2)-2 の t 分布に従うことから有意か否かを判断します。t 値は１つの平均平方 V から推定されます。
　右半分に示したように、Welch の検定は、等分散を仮定しない方法です。シグマ(1) とシグマ(2) の推定値を、それぞれのサンプルの平均平方 V(1)、V(2) で推定します。これから標準誤差 s.e. を推定し、これを用いて　t 値を求めます。これを式(3.4.1)とします。ところが、この t 値は t 分布に従いません。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf


Welchの検定
 t 値と等価自由度

Welch の検定の t値

Welch の検定の t値の自由度：等価自由度 𝜈𝜈∗

Satterthweiteの近似
等価自由度 𝜈𝜈∗は整数部分と小数部分をもつ、𝜈𝜈1 ≤ 𝜈𝜈2のとき 𝜈𝜈1 < 𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2
n1=n2、V1=V2 の場合、 𝜈𝜈∗は 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2 と等しくなる
２群の nと Vの違いが大きくなると ν*は小さくなる（Vの大きい群の nが小さい場合に顕著）

28

𝑡𝑡 = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈∗
=

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+

⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2
 𝜈𝜈∗ =

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+ ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2

(3.4.2)

Welch (1938) は、この t 値の近似分布として自由度を調整した t 分布を用いることを提案

p.149

検出力が落ちる要因

２つの平均平方 𝑉𝑉1、𝑉𝑉2 から推定
t 値の自由度は定まらない

→ t 分布に従わない
(3.4.1)

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前のスライドで説明したように、Welch の検定の t 値は２つの平均平方 V(1)、 V(2) から推定されています。そのため、自由度は、ニュー(1)、ニュー(2)、ニュー(1)+ニュー(2) のいずれでもなく、定まりません。そのため、この t 値は、等分散を仮定して求めた t 値のような t 分布になりません。
　Welch は、式(3.4.1) で計算した t 値の近似分布として、自由度を調整した t 分布を用いることを提案しました。その調整した自由度を等価自由度といいます。ここでは、ニュー・スターでで表すことにします。
　この等価自由度は、式(3.4.2) の関係があります。この式は Satterthweite（サタースウェイト）の近似と呼ばれます。等価自由度は整数部分と小数部分から成ります。
 等価自由度は、ニュー(1) と ニュー(2) のうち、小さい方のニュー以下にはなりません。n(1)=n(2)、V(1)=V(2) のときには、ニュー・スターはニューと等しくなります。２群の n と V の違いが大きくなると ニュー・スター は小さくなります。特に、V の大きい群の n が小さい場合に顕著です。自由度が下がることは検出力が落ちる要因になります。これについては、後で実際の数値で説明します。




Welchの検定
Excel によるWelch の検定

Excel ファイル「基礎改3.xls」
名前ボックスから「表示3.4.4」（Fig34_04）を選択

F検定（p=0.045）、Leveneの検定（p=0.029）で
２群のばらつきに有意差あり、外れ値はない
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対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156
8 150 142
9 147

10 153
n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定（上部）

p.149

２群ごとの
平均値の分散

の推定値

外れ値はない
全体のばらつき

に差がある

表示 3.1.1
表示 3.2.1
表示 3.3.1
同じデータ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　実際のデータを使って、Welch の検定を説明します。
　Excel ファイル「基礎改3.xls」で、名前ボックスから「表示3.4.4」（Fig34_04）を選択して表示します（操作）。
　解析する２群のサンプルは、これまでの節で解析したデータです。すなわち、表示 3.1.1、表示 3.2.1、表示 3.3.1 と同じデータです。
　これまでの結果から、箱ひげ図で確認できるようにバラツキには差が見えます。また、F 検定（p=0.045）、Leveneの検定（p=0.029）で２群のばらつきに有意差があります。外れ値はなく、全体のばらつきに差があります。
　表示3.4.4 の上部に示してある数値、平均、平方和、自由度、平均平方の計算方法は、これまで説明してきた通りです。さらに、平均平方を n で割った値があります。これは各サンプルから推測する平均値の分散になります。



n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

 t 検定の計算
２群の平均値の差の標準誤差と t 値

自由度
𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2 = 7 + 9 = 16

棄却限界値
= T.INV.2T (0.05, 16) = 2.120 → 𝑡𝑡 = 2.446 ≥ 2.120

p値（両側）
= T.DIST.2T ( ABS(-2.446), 16 ) = 0.026

Welchの検定
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表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定（下部）

p.149

併合分散

𝜎𝜎2~ 𝑉𝑉 =
𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2
𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2

=
52.0 + 334.1

7 + 9
= 24.13

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = V 𝑑𝑑 = ⁄1 𝑛𝑛1 + ⁄1 𝑛𝑛2 𝑉𝑉

 = ⁄1 8 + ⁄1 10 × 24.13 = 2.330

𝑡𝑡 = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = ⁄−5.7 2.330 = −2.446

併合分散

（3.2.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 3.4.4 の下部に、t 検定と Welch の検定が併記されています。
　t 検定の計算過程は、オレンジ枠の部分にあります。計算過程は、左に示したように、既に説明したとおりです。
　２群のサンプルの平方和 52.0、334.1、自由度 7、9 から併合分散 24.13 を得ます。式(3.2.1) から、平均値の差の標準誤差は 2.330、t 値は −2.446 です。自由度ニューは 16、t 値の棄却限界値は両側 5% 点で、Excel のT.INV.2T 関数から 2.120 です。t 値の絶対値は 2.446 で、棄却限界値よりも大きく、棄却域に入るため有意です。Excel 関数 T.DIST.2T から両側 p 値は 0.026 で、有意水準 アルファ=0.05 よりも小さいのて有意です。




n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

Welch の検定の計算
２群の平均値の差の標準誤差と t 値

Welchの検定
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𝜎𝜎12~ 𝑉𝑉1 =
𝑆𝑆1
𝜈𝜈1

=
𝑆𝑆1

𝑛𝑛1 − 1
=

52.0
7

= 7.43

𝜎𝜎22~ 𝑉𝑉2 =
𝑆𝑆2
𝜈𝜈2

=
𝑆𝑆2

𝑛𝑛2 − 1
=

334.1
9

= 37.12

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = 𝑉𝑉 𝑑𝑑 = ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2

  = ⁄7.43 8 + ⁄37.12 10 = 2.154

𝑡𝑡 = ⁄147.3 − 153.0 2.154 = −2.646

𝜈𝜈∗ =
⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+ ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2

=
0.929 + 3.712 2

0.9292
7 + 3.7122

9

= 13.02

表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.149

（3.4.1）

（3.4.2）等価自由度

等価自由度

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Welch の検定の部分は、オレンジ枠の部分です。
　2 群のサンプルの平方和 52.0、334.1、自由度 7, 9 から、平均平方 V(1)、V(2) を求め、それぞれの母分散 シグマ(1)^2、シグマ(2)^2 を推定します。平均値の標準誤差は、母分散の推定値をサンプルサイズ 7、9 で割って求め、これを加算して平方根を取り、2.154 を得ます。式(3.4.1) から t 値は −2.646 です。式(3.4.2) から 等価自由度ニュー・スターは 13.02 です。



n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

Welch の検定の計算
２群の平均値の差の標準誤差と t 値

Welchの検定
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𝜎𝜎12~ 𝑉𝑉1 =
𝑆𝑆1
𝜈𝜈1

=
𝑆𝑆1

𝑛𝑛1 − 1
=

52.0
7

= 7.43

𝜎𝜎22~ 𝑉𝑉2 =
𝑆𝑆2
𝜈𝜈2

=
𝑆𝑆2

𝑛𝑛2 − 1
=

334.1
9

= 37.12

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = 𝑉𝑉 𝑑𝑑 = ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2

  = ⁄7.43 8 + ⁄37.12 10 = 2.154

𝑡𝑡 = ⁄147.3 − 153.0 2.154 = −2.646

𝜈𝜈∗ =
⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+ ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2

=
0.929 + 3.712 2

0.9292
7 + 3.7122

9

= 13.02

表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.149

（3.4.1）

（3.4.2）等価自由度

等価自由度

自由度 13.02 の
t 分布から

t =－ 2.646 の
両側確率を計算

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、両側 p 値を求めるには、自由度 13.02 の t 分布から t=－2.646 の両側確率を計算します。




Welchの検定

Welch の検定の計算
 Excelの t 分布に関する関数

Excelの TDIST関数、TINV関数、T.DIST 関数、T.INV 関数は等価自由度に対応していない
自由度に小数部分があると、小数部分は切り捨てられて整数部分が使われる

テキストの著者が作成したユーザー定義関数
配布ファイルに等価自由度に対応したユーザー定義関数 P_TDIST,  P_TINVが提供されている
t 値と自由度（小数部分あり）を渡すと両側確率（両側 p 値）を返す関数

 =P_TDIST (t 値, 自由度)  

両側確率と自由度（小数部分あり）を渡すと両側パーセント点を返す関数
 =P_TINV (両側確率, 自由度) 
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p.149

P は private の頭文字

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel の t 分布に関する関数は、等価自由度に対応していません。仮に、小数部分がある自由度を関数に渡すと、小数部分は切り捨てられて計算に用いられます。
　そこで、配布されている Excel ファイルに、テキストの著者が作成したユーザー定義関数 P_TDIST,  P_TINV が提供されています。この関数で、等価自由度に対応した t 分布の両側確率と両側パーセント点が得られます。



n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

Welch の検定の計算
２群の平均値の差の標準誤差と t 値

棄却限界値
= P_TINV (0.05, 13.02) = 2.160 → 𝑡𝑡 = 2.646 ≥ 2.160

p値（両側）
= P_TDIST ( ABS(-2.446), 13.02) = 0.0201

Welchの検定
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𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = 𝑉𝑉 𝑑𝑑 = ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2

  = ⁄7.43 8 + ⁄37.12 10 = 2.154

𝑡𝑡 = ⁄147.3 − 153.0 2.154 = −2.646

𝜈𝜈∗ =
⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+ ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2

=
0.929 + 3.712 2

0.9292
7 + 3.7122

9

= 13.02

表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.149

（3.4.1）

（3.4.2）等価自由度

等価自由度

ユーザー定義関数
=P_TINV(両側確率,等価自由度)

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠で示したように、等価自由度 13.02 の t 分布において、棄却限界値は両側 5% 点で、ユーザー定義関数 P_TINV から 2.160 です。t 値の絶対値は 2.646 で、棄却限界値よりも大きく、棄却域に入るため有意です。ユーザー定義関数 P_TDIST から両側 p 値は0.0201 で、有意水準 0.05 よりも小さいのて有意です。
　




n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

 t 検定とWelch の検定の計算
t 検定

Welch の検定

Welchの検定
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表示 3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.149

𝜈𝜈 = 8 + 10 − 2 = 16

𝑡𝑡 =
𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･
𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

=
147.3 − 153.0
1
8 + 1

10 × 24.13
=
−5.7
2.330

= −2.446

=P_TDIST(－2.446, 16) =0.026 

𝜈𝜈∗ =
0.929 + 3.712 2

⁄0.9292 7 + ⁄3.7122 9
= 13.02

𝑡𝑡 =
𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･
𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

=
147.3 − 153.0

7.43
8 + 37.12

10

=
−5.7
2.154

= −2.646

=P_TDIST(－2.646, 13.02) =0.026 

等価自由度
⁄13.02 16 = 0.81

t 検定の自由度

平均平方の大きい投与群の方が観測値の個数が大きい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　t 検定と Welch の検定を比較します。
　t 検定の自由度ニューは 16、等価自由度ニュー・スターは 13.02で、その比率は 0.81、ニュー・スターは 16 から約 20% 小さくなりました。この点からみると、Welch の検定の方が t 検定よりも検出力が落ちます。
　ところが、検出力は単純にそのようにはなっていません。ブルー枠で示したように、平均値の差の標準誤差 se は、t 検定が 2.330、Welch の方法が 2.154 で、Welch の検定の方が小さくなっています。つまり、ばらつきは Welch の方法の方が小さく、検出力が高くなる一因になります。これは，平均平方の大きい投与群の方が観測値の個数が大きいためです。つまり、平均平方 37.12 の個数が 10 です。そのために，t 値の絶対値は Welch の方法の方が大きくなりました。結果的に、Welch の方法の t の等価自由度は小さくなりますが，t 値が大きくなったために p 値は小さくなりました。




t  検定 Welch
ν  ν *  ν*－ν

(1) 7.43 37.12 8 12 7 11 0.929 3.093 18 16.29 -1.71
(2) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(3) 7.43 37.12 8 8 7 7 0.929 4.640 14 9.69 -4.31
(4) 7.43 37.12 8 6 7 5 0.929 6.187 12 6.51 -5.49
(5) 7.43 37.12 8 4 7 3 0.929 9.280 10 3.62 -6.38
(6) 7.43 37.12 10 10 9 9 0.743 3.712 18 12.46 -5.54
(7) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(8) 7.43 37.12 6 10 5 9 1.238 3.712 14 13.34 -0.66
(9) 7.43 37.12 4 10 3 9 1.858 3.712 12 11.57 -0.43

(10) 7.43 7.43 8 8 7 7 0.929 0.929 14 14.00 0.00 V 1=V 2, n 1=n 2

V 1/n 1 V 2/n 2ν 1 ν 2No. V 1 V 2 n 1 n 2

-3 -2 -1 0 1 2 3u, t

標準正規分布
10
4
2
1

Welchの検定
t 値と等価自由度

等価自由度は小数部があり、 t 検定の自由度と同じか、それよりも下がる（𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2）
自由度が下がると裾が広くなり、t値が同じであれば p値は増加（検出力が落ちる要因の一つ）

36

表示2.6.2 標準正規分布とt 分布
（p.106）

自由度が下がると
裾が広くなる

p.149

𝜈𝜈∗ =
⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 2

𝜈𝜈1
+ ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 2

𝜈𝜈2

等価自由度 （3.4.2）t 検定の自由度 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2
等価自由度t 検定の自由度

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　等価自由度ニュー・スターは小数部分があり、t 検定の自由度と同じか、それよりも小さくなります。つまり、ニュー・スターは、ニュー(1)+ニュー(2) 以下ということになります。下段の t 分布のグラフのように、自由度が小さくなると裾が広くなり、ブルーの縦線で示したように、同じ t 値でも、その上側確率は自由度が小さいほど増加します。したがって、p 値は増加します。つまり、検出力が落ちる要因の一つになります。ただし、ほかにも検出力に関わる要因がありますので、単純に検出力が落ちると言い切れるわけではありません。
　下の表の表頭には、２群の平均平方 V(1) と V(2)、サンプルサイズ n(1) と n(2)　を設定して、自由度 ニュー(1)、ニュー(2)、平均平方をサンプルサイズで割った値、t 検定の自由度 ニュー、Welch の検定の等価自由度ニュー・スター、ニュー・スターとニューの差があります。ニューはニュー(1)+ニュー(2) です。ニュー・スターは式(3.4.2) から求めています。
　この表のオレンジ枠で示した (2) と (7) は、表示 3.4.4 の数値です。



t  検定 Welch
ν  ν *  ν*－ν

(1) 7.43 37.12 8 12 7 11 0.929 3.093 18 16.29 -1.71
(2) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(3) 7.43 37.12 8 8 7 7 0.929 4.640 14 9.69 -4.31
(4) 7.43 37.12 8 6 7 5 0.929 6.187 12 6.51 -5.49
(5) 7.43 37.12 8 4 7 3 0.929 9.280 10 3.62 -6.38
(6) 7.43 37.12 10 10 9 9 0.743 3.712 18 12.46 -5.54
(7) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(8) 7.43 37.12 6 10 5 9 1.238 3.712 14 13.34 -0.66
(9) 7.43 37.12 4 10 3 9 1.858 3.712 12 11.57 -0.43

(10) 7.43 7.43 8 8 7 7 0.929 0.929 14 14.00 0.00 V 1=V 2, n 1=n 2

V 1/n 1 V 2/n 2ν 1 ν 2No. V 1 V 2 n 1 n 2

-3 -2 -1 0 1 2 3u, t

標準正規分布
10
4
2
1

Welchの検定
t 値と等価自由度

等価自由度は小数部があり、 t 検定の自由度と同じか、それよりも下がる（𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2）
自由度が下がると裾が広くなり、t値が同じであれば p値は増加（検出力が落ちる要因の一つ）
(8)： n1=n2、V1=V2 の場合、等価自由度 ν*は νと等しくなる
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表示2.6.2 標準正規分布とt 分布
（p.106）

自由度が下がると
裾が広くなる

p.149

等しい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(10) は、ブルー枠で示したように、平均平方とサンプルサイズとも等しいと仮定した場合です。等価自由度ニュー・スターは ニューと等しくなり、差は 0 です。



t  検定 Welch
ν  ν *  ν*－ν

(1) 7.43 37.12 8 12 7 11 0.929 3.093 18 16.29 -1.71
(2) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(3) 7.43 37.12 8 8 7 7 0.929 4.640 14 9.69 -4.31
(4) 7.43 37.12 8 6 7 5 0.929 6.187 12 6.51 -5.49
(5) 7.43 37.12 8 4 7 3 0.929 9.280 10 3.62 -6.38
(6) 7.43 37.12 10 10 9 9 0.743 3.712 18 12.46 -5.54
(7) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(8) 7.43 37.12 6 10 5 9 1.238 3.712 14 13.34 -0.66
(9) 7.43 37.12 4 10 3 9 1.858 3.712 12 11.57 -0.43

(10) 7.43 7.43 8 8 7 7 0.929 0.929 14 14.00 0.00 V 1=V 2, n 1=n 2

V 1/n 1 V 2/n 2ν 1 ν 2No. V 1 V 2 n 1 n 2

-3 -2 -1 0 1 2 3u, t

標準正規分布
10
4
2
1

Welchの検定
t 値と等価自由度

等価自由度は小数部があり、 t 検定の自由度と同じか、それよりも下がる（𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2）
自由度が下がると裾が広くなり、t値が同じであれば p値は増加（検出力が落ちる要因の一つ）
(1)～(4)：Vの大きい投与群の n2 が小さくなると、等価自由度 ν*と ν の差は顕著
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表示2.6.2 標準正規分布とt 分布
（p.106）

自由度が下がると
裾が広くなる

p.149

差が大

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2) は表示 3.4.4 の事例です。ニューは 16、ニュー・スターは 13.02、その差は－2.98 です。等分散を仮定しないことで、ニュー・スターは 2.98 だけ低下します。
　(1)～(5) を比較します。ブルー枠のように、平均平方を固定して、平均平方が大きい群のサンプルサイズ n(2) を 12 から 2 ずつ小さいと仮定した場合、ニューは 18 から 10 まで低下します。ニュー・スターは 16.29 から 3.62 まで低下し、ニュー・スターとニューの差は -1.71、-4.31、-5.49、-6.38 と差が大きくなります。平均平方 V の大きい群のサンプルサイズ n が小さくなる場合、等価自由度ニュー・スターの減少に大きな影響を及ぼします。



t  検定 Welch
ν  ν *  ν*－ν

(1) 7.43 37.12 8 12 7 11 0.929 3.093 18 16.29 -1.71
(2) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(3) 7.43 37.12 8 8 7 7 0.929 4.640 14 9.69 -4.31
(4) 7.43 37.12 8 6 7 5 0.929 6.187 12 6.51 -5.49
(5) 7.43 37.12 8 4 7 3 0.929 9.280 10 3.62 -6.38
(6) 7.43 37.12 10 10 9 9 0.743 3.712 18 12.46 -5.54
(7) 7.43 37.12 8 10 7 9 0.929 3.712 16 13.02 -2.98 表示 3.4.4
(8) 7.43 37.12 6 10 5 9 1.238 3.712 14 13.34 -0.66
(9) 7.43 37.12 4 10 3 9 1.858 3.712 12 11.57 -0.43

(10) 7.43 7.43 8 8 7 7 0.929 0.929 14 14.00 0.00 V 1=V 2, n 1=n 2

V 1/n 1 V 2/n 2ν 1 ν 2No. V 1 V 2 n 1 n 2

-3 -2 -1 0 1 2 3u, t

標準正規分布
10
4
2
1

Welchの検定
t 値と等価自由度

等価自由度は小数部があり、 t 検定の自由度と同じか、それよりも下がる（𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2）
自由度が下がると裾が広くなり、t値が同じであれば p値は増加（検出力が落ちる要因の一つ）
(5)～(7)：Vの小さい対照群の n1 が小さくなると、等価自由度 ν*と ν の差は縮小
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表示2.6.2 標準正規分布とt 分布
（p.106）

自由度が下がると
裾が広くなる

p.149

差が小

差が大きいほど等価自由度の
減少量は大きい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(6)～(9) を比較します。ブルー枠のように、平均平方を固定して、平均平方が小さい群のサンプルサイズ n(1) を 10 から 2 ずつ小さいと仮定した場合、ニューは 18 から 12 まで低下します。ニュー・スターは 10.78 から 11.57 まで低下し、ニュー・スターとニューの差は -7.22、-2.98、-0.66、-0.43 と差が小さくなります。
　平均平方をサンプルサイズで割った値　v/n の差が大きいほど等価自由度の減少量は大きくなっています。



n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

 95%信頼区間
t 検定

 

Welch の検定

Welchの検定
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表示3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.149

𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 ~ 𝑑𝑑 ± 𝑡𝑡 0.05, 𝜈𝜈 × 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

 = 𝑑𝑑 ± 𝑡𝑡 0.05, 𝜈𝜈 × ⁄1 𝑛𝑛1 + ⁄1 𝑛𝑛2 𝑉𝑉

 = −5.7 ± 𝑡𝑡 0.05, 16 × 2.330 

 = −5.7 ± 2.120 × 2.330

 = −10.64,−0.76  

𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 ~ 𝑑𝑑 ± 𝑡𝑡 0.05, 𝜈𝜈∗ × 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

 = 𝑑𝑑 ± 𝑡𝑡 0.05, 𝜈𝜈∗ × ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2
 = −5.7 ± 𝑡𝑡 0.05,13.02 × 2.154

 = −5.7 ± 2.160 × 2.154

 = −10.35,−1.05

等価自由度

こちらの方が狭い
p 値が低いことに対応

こちらの
p 値が低い

こちらの
幅が狭い

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　95%信頼区間を求めます。
　左側の上半分が等分散を仮定した場合、下半分が仮定しない場合です。基本的な導き方は同じですが、t 分布で自由度が等価自由度になっていること、そして標準誤差の計算部分が違っています。等価自由度に対応した t 分布の関数は、ユーザー定義関数=P_TINV を使っています。この結果 Welch の方が狭い推定幅になりました。Welch の検定の p 値が t 検定よりも低いことに対応しています。




Welchの検定
Excelの T.TEST関数の利用

T.TEST関数でWelch の検定の p 値を求める
= TTEST(1群のデータ範囲、2群のデータ範囲, 2, 3)

    通常の t 検定（両側）
= T.TEST(B4:B11, C4:C13, 2, 2) = 0.0263 

Welch の検定（両側）
 = T.TEST(B4:B11, C4:C13, 2, 3) = 0.0201 

TTEST 関数も同じ使い方
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1：片側検定
2：両側検定 1：対応がある t 検定

2：通常の t 検定
3：Welch の検定

表示 3.4.1 のセル範囲
対照群： B4:B11
投与群： C4:C13

n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

表示3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel の TTEST 関数、T.TEST 関数で Welch の検定の p 値が得られます。=T.TEST 関数の引数の中で、最後の２つのバラメータのうち、最初のパラメータは1：片側検定、2：両側検定の指定です。最後のパラメータは、1：対応のあるt検定、2：対応のない通常のt検定、3：Welch の検定になります。�　通常の t 検定の場合、表示3.4.1 の対照群のセル範囲 B4:B11、投与群のセル範囲 C4:C13、パラメータ 2, 2 を T.TEST 関数に渡すと、オレンジ枠の p=0.0263 が返ります。表示3.4.4で得られたオレンジ枠と一致します。
　Welch の検定の場合、同様のセル範囲と、パラメータ 2, 3 を渡すと、ブルー枠の p=0.0201 が返ります。表示 3.4.4 で得られたブルー枠と一致します。これは、ユーザー定義関数で計算しています。
　なお、TTEST  関数も同様の機能がある Excel 関数です。



Welchの検定
Excelの［分析ツール］

［データ］＞［データ分析］＞［t 検定：等分散を仮定した 2 標本による検定］
［テータ］＞［データ分析］＞［t 検定：分散が等しくないと仮定した 2 標本による検定］
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表示 3.4.1 のセル範囲
対照群： B4:B11
投与群： C4:C13

Welch の検定

p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excelには［分析ツール］がありますが、Welch の検定に関しては、欠陥がありますからあえて選択することはないと思われます。
　ただし、一応の使い方を説明します。
　トップメニューから［データ］＞［データ分析］を選択し、［t 検定：等分散を仮定した 2 標本による検定］を選択するか、［t 検定：分散が等しくないと仮定した 2 標本による検定］を選択します。
　後者が Welch　の検定で、これを選択した場合、右に示したダイアログボックスが表示されます。入力範囲には、変数 1 と変数 2 のセル範囲などです。



Welchの検定
Excelの［分析ツール］

分析ツールの［分散が等しくないと仮定した 2 標本による検定］の
等価自由度の小数部分が切り捨てられている → 使用しない
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表示3.4.4 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156
8 150 142
9 147

10 153
n 8 10
平均 153.0 147.3
平方和 52.0 334.1
自由度 7 9
平均平方 7.43 37.12
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201476

変数 1 変数 2
平均 153.0 147.3
分散 7.43 37.12
観測数 8 10
仮説平均との差異 0
自由度 13.00000
t 2.646
P(T<=t) 片側 0.010
t 境界値 片側 1.771
P(T<=t) 両側 0.02016719
t 境界値 両側 2.160

表示 3.4.4 の p 値(両側) と不一致
整数部分のみの自由度を使用

等価自由度、少数部分を切り捨て

=P_TDIST(2.646, 13.000) =0.02016719 ユーザー定義関数の結果
分析ツールの結果と一致

p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分析ツールの［t 検定：分散が等しくないと仮定した 2 標本による検定］の結果は、左側の表です。ブルー枠の自由度は整数部分の 13 で、等価自由度の整数部分は一致していますが、小数部分が切り捨てられています。グリーン枠の両側 p 値は 0.02016719で、表示 3.4.4 のオレンジ枠の結果と一致しません。ユーザー定義関数の P_TDIST 関数で、t=-2.646、自由度を整数部分の 13 を渡すと グリーン枠の 0.2016719 が返り、［分析ツール］の結果と一致します。［分析ツール］では、等価自由度の小数部分を切り捨ているようです。
　Excel で Welch の検定を行う場合、T.TEST  関数を用います。分析ツールの［分散が等しくないと仮定した 2 標本による検定］は使わないようにします。



Welchの検定
 t 検定とWelch の検定の選択

Welch の検定
Welch の検定は近似的な検定、本当の有意水準が設定した値 αからずれている可能性がある
t 検定よりも自由度が小さくなり、情報の損失が生じて検出力が低下する要因の一つになる
（等分散の仮定を外すことにより、検出力が下がる）

t 検定
t 検定は、等分散が成り立たなくても、2つのサンプルサイズがほぼ等しいならば、正しい検定
本当の有意水準が設定した値 αからあまりずれないことが知られている
２群のサンプルサイズをできるだけ揃えるようにしたうえで、

Welch の検定ではなく t 検定を用いるほうがよい

（永田, 1996）
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p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまで説明してきたように、Welch の検定は近似的な検定です。
　そのため、本当の有意水準が設定した値 アルファ からずれている可能性があるようです。また、t 検定よりも自由度が小さくなり、情報の損失が生じて検出力が低下する要因の一つになるというデメリットがあります。すなわち、等分散の仮定を外すことにより、検出力が下がります。
　一方、t 検定は、等分散が成り立たなくても、2つのサンプルサイズがほぼ等しいならば、正しい検定です。本当の有意水準が設定した値 アルファ からあまりずれないことが知られています。
　したがって、２群のサンプルサイズをできるだけ揃えるようにしたうえで t 検定を用いるほうがよいと言われています。t 検定と Welch の検定の選択に関する考え方については、永田(1996) を参照してください。




（4）JMPによる Welchの検定

45

p.150



JMPによる Welchの検定
データ

JMP を起動
JMPファイル「3-2群1.jmp」の読み込み

表示 3.4.4 のデータ
（表示 3.1.1、表示 3.2.1、表示 3.3.1も同じ）
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p.150

表示 3.4.4 

群の名称

対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156
8 150 142
9 147

10 153
表示 3.1.1
表示 3.2.1
表示 3.3.1
表示 3.4.4
同じデータ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMPを立ち上げて、JMP ファイル「3-2群1.jmp」を読み込みます（操作）。
　表示3.4.4 の対照群と投与群の体重のデータが縦に並べられています。このデータは、これまで表示 3.1.1、表示 3.2.1、表示 3.3.1、表示3.4.4 で使ったデータです。
　列名が「群番号」になっていますが、群の名称が入力されています。質的因子です。



JMPによる Welchの検定
［二変量の関係］の起動

トップメニュー［分析］＞［二変量の関係］
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p.150

結果出力の初期状態
オプションメニューで解析を進める

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　トップメニューから、［分析］＞［二変量の関係］を選択し、ダイアログボックスに「観測値」と「群番号」を設定して［OK］をクリックして実行します（操作）。
　点グラフが表示されます。結果が出力された初期状態は、この点グラフのみです。このグラフに基づいて考えながら、オプションメニューを利用して解析を進めます。��
�



JMPによる Welchの検定
Welchの検定、その 1

▼＞［等分散性の検定］（ § 3.3）
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表示 3.4.5 JMP によるWelch の検定（一部）

Welch の検定

前節（ § 3.3）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　
　このオプションメニューから▼＞ [等分散性の検定] を実行します（操作）。
　［分散が等しいことを調べる検定］の結果が得られ、サンプルの標準偏差のグラフ、その下に検定統計量が出力されます。これについては、前節で説明がありました。その下にオレンジ枠で示した［Welchの検定］が表示されます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-3.pdf


JMPによる Welchの検定
 Welchの検定、その 2

▼＞［個々の分散を用いた t 検定］
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表示3.4.5 JMP によるWelch の検定（一部）

Welch 
の検定

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　別のメニューがあります。
　オプションで、▼＞［個々の分散を用いた t 検定］を選択します（操作）。
　点グラフの下に、［t検定］の結果が表示されます。オレンジ枠で示したように、「分散が等しくないと仮定」という表示があります。Welch の検定という表示はありませんが、この出力結果は Welch の検定です。



n 8 10
平均 153.0 147.3 -5.7 平均の差
平方和 52.0 334.1 386 合計
自由度 7 9 16 合計
平均平方 7.43 37.12 24.13
平均平方/n 0.929 3.712

t 検定 Welch
se 2.330 2.154
t -2.446 -2.646
自由度 16 13.02
p 値(両側) 0.026 0.0201 =P_TDIST 関数
平均値の差の区間推定
α 0.050
t (α） 2.120 2.160 =P_TINV 関数
区間推定 -10.64 -10.35

-0.76 -1.05

JMPによる Welchの検定
 Welch の検定
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表示3.4.5 JMP によるWelch の検定（改変）
等分散の

検定

個々の
分散を
用いた
t 検定

𝑡𝑡2 = 2.64592 (p.187)

表示3.4.4２群の平均値の差の
Welchの検定と区間推定

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示3.4.5の上半分は［等分散の検定］のメニューで表示された Welch の検定の結果、下半分は［個々の分散を用いた t 検定］のメニューで表示された Welch の検定の結果です。
　これらの JMP の結果は、右側に示した表示 3.4.4 の Excel の結果と一致しています。
　グリーン枠で囲った統計量は、平均値の差の標準誤差 s.e.=2.154、自由度 13.02、t 値 2.6459 です。F 値の 7.0010 は t 値の２乗値に相当します。テキストの 187 ページに説明があります。
　オレンジ枠で囲った統計量は、p 値 0.0201 です。
　ブルー枠で囲った統計量は区間推定で、差の 95% 信頼区間です。信頼率は 1－アルファ です。



等価自由度（演習 3.4.2）
データ
表示 3.4.4 のデータ
（表示 3.1.1、表示 3.2.1、表示 3.3.1も同じ）
内容
自由度の減少は検出力の低下の一因

データの一部を解析から除外して
𝜈𝜈∗ と 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2を算出
𝜈𝜈∗が 𝜈𝜈からどのくらい減少するのか確認

データの除外方法
数値の前に 「*」 を付ける
数値から文字列に変更、計算から除外

作業用に、シートをコピー
51
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No. 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 2.330 2.154
9 147 t -2.446 -2.646

10 153 自由度 16 13.02
n 8 10 p 値(両側) 0.026 0.020

平均 153.0 147.3 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 334.1 α 0.050
自由度 7 9 t  (α ) 2.120 2.160

平均平方 7.43 37.12 区間推定 -10.64 -10.35
平均平方/n 0.929 3.712 -0.76 -1.05

𝜈𝜈1 ≤ 𝜈𝜈2のとき 𝜈𝜈1 < 𝜈𝜈∗ ≤ 𝜈𝜈1 + 𝜈𝜈2 135

140

145

150

155

160

対照群 投与群

表示3.4.4（改変）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　演習 3.4.2 を行います。
　Excel で表示3.4.4 を表示します（操作）。
　自由度の減少は検出力の低下の一因になります。Welch の検定の等価自由度は、t 検定の自由度ニュー(1)+ニュー(2) から、２群のうち小さい方の自由度ニュー(1) までの値を取ります。そのため、等分散の仮定を外して Welch の方法を選択すると、検出力が低下することがあります。
　そこで、表示 3.4.4 のデータの一部を解析から除外して等価自由度ニュー・スターと t 検定の自由度ニューを算出することにより、ニュー・スターが ニューからどれだけ減少するのか確認します。
　Excel の解析でデータを除外する方法は、数値の前にアスタリスク「*」を付けて、数値データから文字列データに変更します。
　実際にシートを書き換えてもいいように、シートをコピーして、コピーしたシートを利用します（操作）。
　なお、右上のグラフは表示 3.4.4 にありませんが、参考のために描いた点グラフです。



等価自由度（演習 3.4.2）
データ

(0) 現在の状態
サンプルサイズは投与群が大きい
投与群の平均平方が対照群より大きいく
２群の平均平方の差が大
→ 標準誤差 se、t 値は、

t 検定とWelch の検定で異なる
→ 自由度 𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への減少量は 2.98

（13.02 − 16 = −2.98）
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No. 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 2.330 2.154
9 147 t -2.446 -2.646

10 153 自由度 16 13.02
n 8 10 p 値(両側) 0.026 0.020

平均 153.0 147.3 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 334.1 α 0.050
自由度 7 9 t  (α ) 2.120 2.160

平均平方 7.43 37.12 区間推定 -10.64 -10.35
平均平方/n 0.929 3.712 -0.76 -1.05

異なる

135

140

145

150

155

160

対照群 投与群

異なる

表示3.4.4（改変）

バラツキが
大きい

𝜈𝜈∗ =
⁄7.43 8 + ⁄37.12 10 2

⁄7.43 8 2

7 + ⁄37.12 10 2

9

 =
0.929 + 3.712 2

0.9292
7 + 3.7122

9

= 9.37 

平均平方/n

（3.4.2）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　現在の状態を (0) とします。
　オレンジ枠で示したように、サンプルサイズは、対照群が n(1)=8、投与群が n(2)=10 でアンバランスなデータです。平均平方は、対照群が V(1)=7.43、投与群が V(2)=37.12 で、投与群のバラツキが大きく、２群間に違いがあります。グラフからも明らかです。
　その結果、グリーン枠の標準誤差 se、t 値は２つの検定方法で異なります。また、ブルー枠で示したように、t 検定の自由度がニュー=16、Welch の検定の等価自由度が ニュー・スター=13.02 で、ニューからニュー・スターへの減少量は 2.98 です。
　下段の式(3.4.2) により、等価自由度 ニュー・スターが算出されます。オレンジ枠で示した平均平方/n の２群の差が大きくなるほど、等価自由度は小さくなります。したがって、バラツキが投与群のサンプルサイズが小さくなると、平均平方/n の値は大きくなり、等価自由度の値に大きな影響を及ぼします。実際の数値でこれから確認します。
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145
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155
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対照区 投与区

No. 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 138
4 156 152
5 158 140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 2.500 2.500
9 *147 t -2.550 -2.550

10 *153 自由度 14 9.37
n 8 8 p 値(両側) 0.023 0.030

平均 153.0 146.6 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 297.9 α 0.050
自由度 7 7 t  (α ) 2.145 2.249

平均平方 7.43 42.55 区間推定 -11.74 -12.00
平均平方/n 0.929 5.319 -1.01 -0.75

等価自由度（演習 3.4.2）

データを欠測としたときの等価自由度の変化
(0)→(1) 投与群の平均付近のNo.9, 10 を除外
バラツキが大きい投与群のサイズを２つ減
投与群の平均平方が増加して 42.55
２群の平均平方の比が増加して 5.7倍

（ ⁄42.55 7.43 = 5.7）
𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への減少量は増加 9.37－14 =－4.63
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等しい

等しい

異なる

5.7 倍異なる

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = ⁄1 𝑛𝑛1 + ⁄1 𝑛𝑛2 𝑉𝑉 = ⁄2𝑉𝑉 𝑛𝑛

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 = ⁄𝑉𝑉1 𝑛𝑛1 + ⁄𝑉𝑉2 𝑛𝑛2 = ⁄2𝑉𝑉 𝑛𝑛
𝑡𝑡 = ⁄𝑥̅𝑥2･ − 𝑥̅𝑥1･ 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑

𝜈𝜈∗ =
⁄7.43 8 + ⁄42.55 8 2

⁄7.43 8 2

7 + ⁄42.55 8 2

7

= 9.37

平均付近
を除外

表示3.4.4（改変）

p.151

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジの矢印で示したように、(0) の状態から投与群の No.9, 10 にアスタリスク「*」を付けて計算から除外します（操作）。
　この状態を (1) とします。
　バラツキの大きい投与群のサンプルサイズを 2 つ減じました。投与群のバラツキが大きくなって平均平方は 42.55、平均平方/n は 5.319 になりました。平均平方の２群の差は大きくなり、5.7 倍の違いになりました。そのため、ニューは 14、ニュー・スターは下段の式から 9.37、差は－4.63 であり、等価自由度の減少量は大きくなっています。
　なお、オレンジ枠のサンプルサイズはいずれも 8 で、等しくなりました。２群でサンプルサイズが等しい場合、グリーン枠の標準誤差 se と t 値 について、t 検定と Welch の検定で等しくなります。これは、下の式から明らかです。
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対照区 投与区

No. 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 *138
4 156 152
5 158 *140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 1.945 1.945
9 147 t -1.864 -1.864

10 153 自由度 14 11.12
n 8 8 p 値(両側) 0.083 0.089

平均 153.0 149.4 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 159.9 α 0.050
自由度 7 7 t  (α ) 2.145 2.198

平均平方 7.43 22.84 区間推定 -7.80 -7.90
平均平方/n 0.929 2.855 0.55 0.65

等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(0)→(2) 投与群の No.3、5を除外
バラツキが大きい投与群のサイズを２つ減
除外した観測値は最小値と２番目に小さい値
投与群の平均平方が低下（42.55 → 22.84）
２群の平均平方の差が縮小（5.7倍→3.1倍）
𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への減少量は 2.88

（11.12 － 14 = －2.88）
（－4.63 → －2.88）
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差は縮小

等しい

3.1 倍異なる
𝜈𝜈∗ =

⁄7.43 8 + ⁄22.84 8 2

⁄7.43 8 2

7 + ⁄22.84 8 2

7

= 11.12
等しい

最小値
を除外

表示3.4.4（改変）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　投与群の No.9, 10 に付けた「*」を取り除いて (0) の状態に戻します（操作）。
　オレンジの矢印で示したように、(0) の状態から、投与群の No.3, 5 に「*」を付けて計算から除外します（操作）。
　これを (2) とします。(1) と同様に、バラツキが大きい投与群のサイズを２つ減じましたが、ここで除外した値は、投与群の中でもっとも小さい値と２番目に小さい値です。そのため、投与群のバラツキが小さくなって、平均平方は 42.55 から 22.84 に低下しました。２群の平均平方の比は 5.7 倍から 3.1 倍に縮小しました。そのため、ニュー・スターは 11.12 になり、ニューとの差は－2.88 で、(1)の－4.63 から差が縮小しました。２群のバラツキの差が小さくなったことから、ニューからニュー・スターへの減少量は少なくなりました。
　なお、サンプルサイズが等しいので、グリーン枠の標準誤差 se と t 値について、t 検定と Welch の検定で等しくなります。
　この (2) の状態のまま、次の (3) に進みます。
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対照区 投与区

No. 対照群 投与群
1 *153 153
2 *153 146
3 152 *138
4 156 152
5 158 *140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 2.269 2.142
9 147 t -1.597 -1.692

10 153 自由度 12 11.93
n 6 8 p 値(両側) 0.136 0.117

平均 153.0 149.4 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 159.9 α 0.050
自由度 5 7 t  (α ) 2.179 2.180

平均平方 10.40 22.84 区間推定 -8.57 -8.30
平均平方/n 1.733 2.855 1.32 1.05

等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(2)→(3)対照群の No.1、2 を除外
バラツキが小さい対照群のサイズを２つ減
(2)から (3)での 𝜈𝜈∗の変化は小さい

（11.12 → 11.93）
𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への減少量は少ない

  （11.93 － 12 = －0.1）
バラツキが小さい群のサンプルサイズが
減少しても、等価自由度への影響は小さい
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𝜈𝜈∗ =
⁄10.40 6 + ⁄22.84 8 2

⁄10.40 6 2

5 + ⁄22.84 8 2

7

= 11.93

平均付近
を除外

表示3.4.4（改変）

差が縮小

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2) で投与群の No.3, 5 を除外しました。これに加え、対照群の No1、2 に「*」を付けて除外します（操作）。
　これを (3) とします。(2) の状態から、バラツキの小さい対照群のサンプルサイズを２つ減らしました。ニュー・スターは、(2) の 11.12 から (3) の 11.93 と大きな変化はありません。ニューからニュー・スターへの減少量は－0.1 で少なくなりました。
　バラツキが小さい群のサンプルサイズが変化しても、等価自由度に及ぼす影響は小さいことがわかります。
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対照区 投与区

No. 対照群 投与群
1 153 153
2 153 146
3 152 *138
4 156 *152
5 158 *140
6 151 146
7 151 156 t  検定 Welch
8 150 142 se 2.201 2.417
9 *147 t -1.666 -1.517

10 153 自由度 12 6.89
n 8 6 p 値(両側) 0.122 0.174

平均 153.0 149.3 平均値の差の区間推定
平方和 52.0 147.3 α 0.050
自由度 7 5 t  (α ) 2.179 2.372

平均平方 7.43 29.47 区間推定 -8.46 -9.40
平均平方/n 0.929 4.911 1.13 2.07

等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(2)→(4) 投与群の No.4、9を除外
バラツキの大きい投与群のサイズを２つ減
２群の平均平方、平均平方/n の差が拡大
 (2)から (3)への 𝜈𝜈∗の変化は大きい

（11.12 → 6.89）
𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への減少量は拡大

  （6.89 － 12 = －5.11）
バラツキが大きい群のサンプルサイズが
減少すると、等価自由度への影響は大きい

56

p.151

𝜈𝜈∗ =
⁄7.43 8 + ⁄29.47 6 2

⁄7.43 8 2

7 + ⁄29.47 6 2

5

= 6.89

平均付近
を除外

表示3.4.4（改変）

差が拡大

差が拡大

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　対照群の No.1, 2 に付けた「*」を取り除いて、(2) の状態に戻します（操作）。
　次に、(2) の投与群の No. 3, 5 の除外に加え, No.4、9 の２つの値を除外します（操作）。
　これを (4) とします。(2) の状態から、バラツキの大きい投与群のサンプルサイズをさらに２つ減らしました。このため、平均平方および平均平方/n の２群の差が拡大しました。そのため、ニュー・スターは、(2) の 11.12 から (4) の 6.89 へと大きく低下しました。ニューからニュー・スターへの減少量は－5.11 で減少量は拡大しました。
　バラツキが大きい群のサンプルサイズが減少すると、等価自由度への影響は大きいことがわかります。　
　



等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(0)→(1)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を拡大する
２群の平均平方/n の違いは 5.7 倍に拡大、等価自由度の減少量は拡大（－4.63）

(0)→(2)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を縮小する
２群の平均平方/n は 3.1 倍に減少，等価自由度の減少量は縮小（減少量－2.88）

(2)→(3) バラツキの小さい対照群の n を減らして、２群のバラツキの程度を近づける
等価自由度の減少量は縮小（－0.07）

(2)→(4)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの程度を拡大する
等価自由度の減少量は拡大（－5.11）
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表示3.9.5
（改変）

𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への
減少量

No. 対照群 投与群 対照群 投与群 対照群 投与群 比 対照群 投与群 比 t 検定 Welch 差
(0) 8 10 7.43 37.12 5.0 0.929 3.712 4.0 16 13.02 -2.98
(1) 9, 10 8 8 7.43 42.55 5.7 0.929 5.319 5.7 14 9.37 -4.63
(2) 3, 5 8 8 7.43 22.84 3.1 0.929 2.855 3.1 14 11.12 -2.88
(3) 1, 2 3, 5 6 8 10.40 22.84 2.2 1.733 2.855 1.6 12 11.93 -0.07
(4) 3, 4, 5, 9 8 6 7.43 29.47 4.0 0.929 4.911 5.3 12 6.89 -5.11

n 1, n 2 平均平方 V 1,  V 2 自由度 ν 1, ν 2平均平方/n欠測 No.

𝜈𝜈から 𝜈𝜈∗への
減少量

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまでの結果を表示3.9.5 にまとめます。
　(0) は初期状態です。
　(0)→(1) は、バラツキの大きい投与群の No.9, 10 を除外した場合です。n を 10 から 8 に減らし、２群のバラツキの差が拡大しました。２群の平均平方/n の比は 4.0 から 5.7 倍に拡大しました。これにより、等価自由度の減少量は、－2.98 から －4.63 に拡大しました。



等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(0)→(1)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を拡大する
２群の平均平方/n の違いは 5.7 倍に拡大、等価自由度の減少量は拡大（－4.63）

(0)→(2)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を縮小する
２群の平均平方/n は 3.1 倍に減少，等価自由度の減少量はやや縮小（減少量－2.88）

(2)→(3) バラツキの小さい対照群の n を減らして、２群のバラツキの程度を近づける
等価自由度の減少量は縮小（－0.07）

(2)→(4)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの程度を拡大する
等価自由度の減少量は拡大（－5.11）
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表示3.9.5
（改変） No. 対照群 投与群 対照群 投与群 対照群 投与群 比 対照群 投与群 比 t 検定 Welch 差

(0) 8 10 7.43 37.12 5.0 0.929 3.712 4.0 16 13.02 -2.98
(1) 9, 10 8 8 7.43 42.55 5.7 0.929 5.319 5.7 14 9.37 -4.63
(2) 3, 5 8 8 7.43 22.84 3.1 0.929 2.855 3.1 14 11.12 -2.88
(3) 1, 2 3, 5 6 8 10.40 22.84 2.2 1.733 2.855 1.6 12 11.93 -0.07
(4) 3, 4, 5, 9 8 6 7.43 29.47 4.0 0.929 4.911 5.3 12 6.89 -5.11

n 1, n 2 平均平方 V 1,  V 2 自由度 ν 1, ν 2平均平方/n欠測 No.

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(0)→(2) は、バラツキの大きい投与群の No.3，5 を解析対象から除外した場合です。ばらつきの差を小さくするために、投与群の最小値の 2 つの値を除外しています。(1) と同様にバラツキの大きい投与群のサンプルサイズを 2 個減らしましたが、平均平方/n の比が 4.0 から 3.1 倍に縮小したため，ニューからニュー・スターへの減少量は (1) よりもやや小さく、2.88 でした。



等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(0)→(1)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を拡大する
２群の平均平方/n の違いは 5.7 倍に拡大、等価自由度の減少量は拡大（－4.63）

(0)→(2)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を縮小する
２群の平均平方/n は 3.1 倍に減少，等価自由度の減少量は縮小（減少量－2.88）

(2)→(3) バラツキの小さい対照群の n を減らして、２群のバラツキの程度を近づける
等価自由度の減少量は縮小（－0.07）

(2)→(4)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの程度を拡大する
等価自由度の減少量は拡大（－5.11）
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表示3.9.5
（改変） No. 対照群 投与群 対照群 投与群 対照群 投与群 比 対照群 投与群 比 t 検定 Welch 差

(0) 8 10 7.43 37.12 5.0 0.929 3.712 4.0 16 13.02 -2.98
(1) 9, 10 8 8 7.43 42.55 5.7 0.929 5.319 5.7 14 9.37 -4.63
(2) 3, 5 8 8 7.43 22.84 3.1 0.929 2.855 3.1 14 11.12 -2.88
(3) 1, 2 3, 5 6 8 10.40 22.84 2.2 1.733 2.855 1.6 12 11.93 -0.07
(4) 3, 4, 5, 9 8 6 7.43 29.47 4.0 0.929 4.911 5.3 12 6.89 -5.11

n 1, n 2 平均平方 V 1,  V 2 自由度 ν 1, ν 2平均平方/n欠測 No.

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2)→(3) は、(2) の状態から，バラツキの小さい対照群の No.1,2 を計算から除外した場合です。平均平方の比と平均平方/n の比が 3.1 から 1.6 倍に縮小しました。ニューからニュー・スターへの減少量は (2) よりも小さくなり、0.07 でした。



等価自由度（演習 3.4.2）
データを欠測としたときの等価自由度の変化

(0)→(1)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を拡大する
２群の平均平方/n の違いは 5.7 倍に拡大、等価自由度の減少量は拡大（－4.63）

(0)→(2)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの差を縮小する
２群の平均平方/n は 3.1 倍に減少，等価自由度の減少量は縮小（減少量－2.88）

(2)→(3) バラツキの小さい対照群の n を減らして、２群のバラツキの程度を近づける
等価自由度の減少量は縮小（－0.07）

(2)→(4)バラツキの大きい投与群の n を減らして、２群のバラツキの程度を拡大する
等価自由度の減少量は拡大（－5.11）
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表示3.9.5
（改変） No. 対照群 投与群 対照群 投与群 対照群 投与群 比 対照群 投与群 比 t 検定 Welch 差

(0) 8 10 7.43 37.12 5.0 0.929 3.712 4.0 16 13.02 -2.98
(1) 9, 10 8 8 7.43 42.55 5.7 0.929 5.319 5.7 14 9.37 -4.63
(2) 3, 5 8 8 7.43 22.84 3.1 0.929 2.855 3.1 14 11.12 -2.88
(3) 1, 2 3, 5 6 8 10.40 22.84 2.2 1.733 2.855 1.6 12 11.93 -0.07
(4) 3, 4, 5, 9 8 6 7.43 29.47 4.0 0.929 4.911 5.3 12 6.89 -5.11

n 1, n 2 平均平方 V 1,  V 2 自由度 ν 1, ν 2平均平方/n欠測 No.

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2)→(4) は、(2) の状態から，バラツキの大きい投与群の No.4,　9 を計算から除外した場合です。平均平方/n の比が 3.1 から 5.3 倍に拡大したため，ニューからニュー・スターへの減少量は (2) よりも大きく、5.11 でした。
　バラツキの大きい群のサンプルサイズが小さくなることはは、等価自由度の減少に大きく影響します。



まとめ

等分散が成立しない場合の処理方法
等分散が成立しない原因を確認
どのような違いがあるかグラフ化したデータの検討（点グラフ、箱ひげ図）
その結果により処理方法が異なる

対応策
外れ値の除外（原因が明らかな場合）
対数変換などの変数変換により等分散に近づけてからt 検定
Welch の検定

機械的にWelch の検定を適用するのは好ましくない
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