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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第１部　基礎　改訂版」　を使用します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本節では、誤差を考慮した推定を取り上げます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの236頁を開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　ファイルをダウンロードしてから学習してください。
　JMP 10.0.2 を使用した結果を表示しています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前節で、単回帰モデルを説明しました。単回帰モデルは、実際に得られる観測値 y が母平均イータに誤差イプシロンが加わったもので、そのイータはアルファ＋ベータ x という１次式で表わせます。さらに、誤差イプシロンは平均ゼロ、標準偏差シグマの正規分布に従うというものでした。このモデルを基に、得られた観測値から、アルファとベータの推定値 a, b を、最小２乗法によって求めました。
　図のように、ある母集団からサンプルを抽出して回帰式を得ます。40 人のサンプル、別の40 人のサンプル、別の80人のサンプルから回帰式がそれぞれ得られたとします。同じ母集団から得られたサンプルですが、その回帰式は異なります。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本当に求めたい目標は、イータ と ベータ です。この母数は直接求められませんから、限られたサンプルから母数を推定することになります。この推定値 a と b にどのくらいの誤差があり、a と b の信頼性を高めるにはどうしたらよいかが、この節の内容です。
　そこで、母集団の回帰式が既知であると仮定して、その母集団からサンプルを抽出するというシミュレーションを行います。シミュレーション１とシミュレーション２の、2回のシミュレーションを行います。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　２つのシミュレーションのうち、シミュレーション１について説明します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母集団の回帰式がわかっていると仮定します。その回帰式は、 母切片 α=20.00、  母回帰係数 𝛽=1.00  母標準偏差 𝜎=15.0 とします。通常、これらのパラメータは未知なことが多いわけですが、このシミュレーションでは既知であるものとします。
　このモデルに従う乱数を発生させます。つまり、母集団からサンプルを疑似抽出します。サンプルサイズ n を 14 または 8 の二種類とします。そして、このサンプルの 𝑎 と 𝑏 を計算します。
　a は20.00、b は 1.00 になることが期待されますが、実際にはピッタリとと 20.00 と 1.00 にはなりません。実際に得られた a、b がアルファとベータとどのくらいの差が生じるかを確認します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル　「基礎改４.xls」　を読込み、名前ボックスから「表示4.4.1」（Fig44_01）を選択して開いてください。

　後で詳しく説明しますが、乱数発生には Excel の RAND 関数を利用しています。この関数は、どこかのセルの内容が更新された時、ファイルの保存や読み込みをした時、F9キーを押した時に、乱数が更新されます。したがって、皆さんの Excel ファイルの内容、テキストの表示、このスライドの数値はそれぞれ異なっています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この表示4.4.1の概要を説明します。
　右上の太線の枠内に母回帰式のパラメータ、切片 アルファ=20.00、傾き ベータ=1.00、標準偏差シグマ=15.0 が設定されています。
　その下に、サンプルから計算した a, b, s の値、すなわちアルファ、ベータ、シグマの推定値が表示されています。	
　x が 10 から 140 まで設定されていています。これに対する y として、設定したモデルに基づいた正規乱数が表示されています。
　この x と y のデータの部分を、赤と青の枠で囲ってあります。赤の枠は 1～14 の 14 組、青い枠は 4～11 の８組です。右上の枠で、この x と y のデータから a、b、s を計算しています。上段の赤枠は 14組から計算した a、b、s、下段の青枠は 8組から計算した a、b、s です。上の母回帰式のパラメータと、下の標本回帰式のパラメータを比較します。
　右下には、これらの数値がグラフ化されています。
　それでは、細かく見ていきましょう。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず x の設定です。B8:B21 に x があります。この数値は、B3のx1、B4 dxの設定値に従い，x1=10 から dx=10 刻みに設定されているため、10, 20, 30, 40・・・140 になっています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次にyの部分です。C8:C21 に乱数を発生させています。この乱数は、E4:G4 に指定したパラメータに従う正規乱数です。例としてセルC8を説明します。このセルには　=$E$4 + $F$4 * B8 + $G$4 * NORMSINV(RAND()) が入力してあります。これは　= α + β *xi+ イプシロンに対応しています。
　誤差イプシロンの部分で、RAND() 関数 は 0～１ の一様な乱数を１つ返します。先ほど説明したように、どこかのセルの変更、あるいは F9 キーを押す等で更新されます。NORMSINV 関数の引数に、0～1 の一様乱数を下側累積確率として入力することにより、得られる%点が標準正規分布に従う乱数になります。これにセル G4 を乗じて 15 倍し、N(0, 15^2)に従う乱数にしています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この x と y から、セル E5:G6で、標本回帰式のパラメータを計算しています。使っている関数は、INTERCEPT、SLOPE、STEYX 関数で、それぞれ標本回帰式の切片a、回帰係数b、残差標準偏差 sを返します。これらのパラメータと Excel 関数については前節§4.3 のp.233, p.235で説明しました。
　ブルー枠で囲ったセルE6, F6 G6を例に内容を見てみると、ここは n=8 の標本回帰式を求める所ですから、ブルー枠で囲ったように、y の範囲としてC11:C18、xの範囲としてB11,b18が引数になっています。
　つまり、レッド枠で囲った上の段には、レッド枠で囲った 8 行から 21 行までの n = 14 の観測値からa, b、sを計算しています。また、ブルー枠で囲った下の段は、ブルー枠で囲った11行から18行までの n=8 の観測値から a, b、s を計算しています。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.4.1 のグラフの部分を説明します。x に対する y をプロットしたのが●印です。細い直線が母回帰直線で イータ=20.00+1.00x，これに沿って●が分布しています。細い線と●との差が ε になります。例として図中にブルーの両矢印で示してあります。2 本の太い赤色の直線が、n = 14 とn = 8 のデータから計算された標本回帰直線です。長い方がn=14、短い方がn=8です。
　点線は，母回帰直線の上下に1.96シグマ の幅をつけたもので，観測値の95% がこの範囲内に入ります。この例では、この中に観測値のほとんどが含まれていますが、１点が外れています。このように表示できるのは、母集団の母回帰式と誤差のイプシロンが既知という前提だからです。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで，F9キー を押すと，誤差の正規乱数が更新され，y の値，回帰式のパラメータや散布図・回帰直線が変化します。特に、n=14 と n=8 の二本の赤い直線の違いに注目してください。どのように変化するか、F9キーを何回か押して、その変化を確認してください。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここに変化した３パターンを示してあります。
　パラメータ a, b は アルファの 20、ベータの 1 にピッタリと一致しません。かなりばらつくものであるということがわかります。
　次に、n = 14 と n = 8 の観測値から得られた回帰直線を比較すると，短い線の方がばらつきが大きいことに気が付いたと思います。動きが大きかったはずです。この後で説明しますが、シグマ の推定値 は n= 8 の場合が n=14 よりも大きく変化します。
　更に、中央の部分、つまり一番右の図の x バー=75の重心付近で動きが少なく、この重心付近から離れたところで動きが大きいことも分かります。
　以上の３点を踏まえたうえで、もう一度F9キーを何回か押して確認してください。

　この動きを頭に置いて、パラメータのaとbの「ばらつき」について説明していきます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、　シミュレーション２を通して、パラメータ a、b の標準誤差について理解を進めます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　図のように、シミュレーション１で、n=14 と n=8 と比較したところ、n=8のばらつきが大きかったことがわかりました。
　そこで、シミュレーション２では、さらにばらつきについて確認します。
　母集団の回帰式は、 母切片 α=20.00、  母回帰係数 𝛽=1.00  母標準偏差 𝜎=15.0 、このモデルに従う乱数を発生させ、サンプルを疑似抽出します。サンプルサイズ n を 14 または 8 の二種類とします。ここまでは、シミュレーション１と同じです。
　シミュレーション２では、抽出を、それぞれ 100 回行い、a と b を求め、そのバラツキを計算します。また、理論値と比較します。
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プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「基礎改4.xls」、名前ボックスから「表示4.4.2」（Fig44_02）を選択して表示させてください。

　ここでは、シミュレーション２を行います。　
　これまで行ってきたシミュレーション１では、表示4.4.1で、n=8, n=14 の回帰式を何組か得て、そのばらつきの様子を目視で確かめました。
　これから行うシミュレーション２では、表示4.4.2で、n=8, n=14 の回帰式を100組得て、標準誤差を計算します。また、そのばらつきを理論値と比較します。
　ここでは、Excelのデータテーブルという機能を使っています。これについては、p96で一度出てきました。また、p.263に補足があります。ここでは、データテーブルの使い方は省略し、その結果をみることにします。
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　表示4.4.2の左上の K5:K7 に，母回帰式のパラメータである アルファ、ベータ、シグマが設定されています。さきほどと同様に、このパラメータを基に，RAND関数を使って x と乱数の y を設定する方法は、先ほどと同じです。
　この x と y で、レッド枠の n=14 とブルー枠の n=8 から計算したパラメータ a, b が、グリーン枠で示した行　「*」の右のセルO12:R12 の４つのセルに表示されています。ここで、n=14 と n=8 のパラメータ a,bを計算しています。
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　この４つのセルには、INTERCEPT, SLOPE 関数があり、その引数に、y の範囲と x の範囲を入力してあります。
　乱数を更新しながら，*の行に表示された計算結果を、その下の行に順々にコピーするのが「データテーブル」の機能です。ここでは、100 回繰返していますが、表示4.4.2には最初の13 回分だけが示されています。乱数を発生させていますので、先ほどと同様に、皆さんの Excel の表示と値は異なっています。
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　n=14 と n=8 ごとに、それぞれ得られた 100個の a と b について、その平均と標準偏差を上に計算してあります。
　まず、得られた 100個の a と b の推定値を、グラフ化して確認します。
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プレゼンテーションのノート
　テキストにはありませんが、得られた100個の a と b の分布です。図の上下とも、横軸は 1組目から 100組目です。縦軸は上の図がa、下の図がbです。それぞれ、アルファとベータの位置を横線で示してあります。
　オレンジの点は n=14、ブルーの点は n=8 の計算結果です。いずれも、アルファ=20、ベータ=1.0 を中心に分布しています。特に、ブルーの n=8 の方がばらつきが大きく、アルファとベータから著しく離れた値を取る場合もあることがわかります。
　それでは、この平均値と、ばらつきの指標である標準偏差を計算してみます。
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プレゼンテーションのノート
　下側で得られた100組の計算値から、a と b の平均値と標準偏差が上の「シミュレーション」と表示された枠の中に計算されています。
　オレンジ枠が n=14　の結果で、a の平均値が19.717、標準偏差が 8.177、b の平均値が 1.002、標準偏差が 0.099です。ブルー枠が n=8 の結果で、a の平均値が18.353、標準偏差が 21.854、b の平均値が 1.026、標準偏差が 0.303 です。
　この値は、その下にある理論値とほぼ一致しています。さらに、ｎ=14 の方が理論値に近いことがわかります。また、シミュレーションと理論値ともに、ｎの大きい方が 標準偏差は小さいことが分かります。つまりバラツキは小さいということです。
　この値は皆さんのExcelの値と違いますが、傾向は同じはずです。F9キーを押すと、乱数が更新されます。何回か更新して、この傾向を確認してください。
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　なお、観測値から計算された推定値の標準偏差は標準誤差ですから、ここで計算された標準偏差は標準誤差です。　では、この標準誤差の理論値はどのようにして得られるのか説明します。
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　回帰係数(b) の標準誤差は式(4.4.1)、切片(a) の標準誤差は式(4.4.2)で計算されます。この理論的な求め方はテキスト p.257をみてください。ここでは省略します。
　この式から、b をより精度よく推定する、つまり b のバラつきを小さくするにはどうしたらいいか、考えます。式(4.4.1)の分母は x の平方和の平方根です。したがって、分母は xi の変化の範囲が広く，n が大きいほど大きくなり，その結果として標準誤差は小さくなります。図のように、x の平均値は75でしたから、x を平均値から離れた値に設定するほど標準誤差は小さくなります。また、x の観測点数が多いほど標準誤差は小さくなります。これについては、さきほど表示4.4.1で、F9キーを押して、目視で確かめたこと一致しています。
　回帰分析を目的とした試験の場合、xi を人為的に決めてデータをとりますから、xi を幅広く、たくさん設定することにより、標準誤差を小さくできます。ただし、x を幅広く設定しても、その間で直線性があることが前提です。
　同様に、式(4.4.2)から、切片 a のばらつきについても、傾き b と同様のことがいえます。


o|fmf%2EX (b)) EWF (a) ORERZE

p.239

P T Fora4a1 20 ]
o)
s.e.[b] = — (4.4.1) =
SXX
Sxx = Z(xi —X)% ... SLySY il
=1

¢y
EARER
— BER
---- TR

nt5. %0 (442)

x; DZEALDEBENKE L,
nHARENFE, S, [FREFL<LD
> s.el[b] . sel[b] (FNELIRD (R/R4.4.1 THEEZEH)

IBRIEDROTT (FEEE (§4.6 (3) p.257 ZHR) p.239 RlSE

26



プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このことについて、p.239 脚注にイメージ図が紹介されています。江戸時代の駕籠を考えて、町人の乗る駕籠は棒が短く，2 人で担ぐので，揺れが大きく，紐にしっかりしがみついていなければなりません。グラフでは短い棒になります。これに対して，大名行列の駕籠は棒が長くたくさんの人で担がれるので安定しており，大名はうとうとしながら乗っていられます。グラフでは長い棒になります。
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　この理論値を求める式を使い、先ほどの表示4.4.2で、n=14 の場合の a と b の標準誤差の理論値を計算してみます。シグマは 15.0、n=14、x の平均は 75、平方和　Sxx = 22750 です。式(4.4.1)と式(4.4.2)から、b と a の標準誤差の理論値は 0.099、8.468となります。これが表示4.4.2の理論値の値になっています。
　これはシミュレーションの事例ですから、シグマが既知です。しかし、通常、シグマの値は分かりません。
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　そこで、シグマが未知の場合の計算を説明します。
　次の例として、前節の表示4.3.6（p.231）で、ソルバーを使って回帰式を推定したデータについて、標準誤差を計算します。6組の簡単なデータの例でした。
　これは実際のデータの事例になりますから、母集団の誤差シグマ は分かりません。そこで、表示4.3.8（p.235）で、LINEST関数で求めた残差標準偏差 0.834 をシグマの推定値として用います。n=6、xの平均は5、平方和　Sxx = 50.0です。
　この結果、式(4.4.1)と式(4.4.2)から、b の標準誤差は 0.118、a の標準誤差は 0.681 と計算されます。この結果は、LINEST関数の二行目と一致します。
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　いま、誤差の標準偏差シグマを残差標準偏差 s で推定しました。これは前節のp.233でも説明しました。もう一度、誤差と残差について補足します。
　母回帰式、つまり真の回帰式は、𝑦𝑖=𝛼+𝛽𝑥𝑖+𝜀𝑖 というモデルです。 yi 観測値で、アルファ、ベータ、xi からなる式にイプシロンが加わるという構造です。このイプシロンは「誤差」と言い、アルファ＋ベータ　xで説明できないバラツキの部分です。図で、この誤差は真の回帰直線の上にある母平均 イータi-hat と観測値 yi との差の部分です。そして、この誤差は N(0,σ^2) に従うと考えます。しかし、真の回帰式は知ることができないので、誤差も知ることはできません。
　一方、標本回帰式は、a、b、xi からなる式に e が加わるという構造です。この e は「残差」と言い、a+bx で説明できないバラツキの部分です。図で、残差は標本回帰直線の上にある予測値 yi-hat と観測値 yi との差の部分です。この残差は N(0,s^2) に従うと考えます。この標本回帰式で、母回帰式を推定します。
　真の回帰式において、母平均からの観測値のばらつきが誤差、標本回帰式において予測値からの観測値のばらつきが残差です。この残差で誤差を推定します。つまり、スモールs は シグマの推定値です。
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　推定した回帰係数　β の信頼性を確認します。


B DARGRIRTE & X EIHETE

p.240

oFHEINEY H,:8=0 OIE (H,: pz0)
x &y DEDEIREFNKETHINESHERET S
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 　ここまでで、β の推定値と標準誤差が求められました。次ぎは、この β の信頼性がどのくらいかを考えてみます。
　そこで、帰無仮説　H0：β＝０　の検定を考えてみます。これは、「x と y の間の回帰直線が水平であるかどうか」ということであり、「母相関係数が０であるかどうかの検定と同等」になります。もし帰無仮説が棄却できなければ、この回帰式に意味がない、xでyを説明できないということになります。帰無仮説が棄却された場合は、この回帰式に意味がある、回帰式は有意であるということになります。
　σ は未知なので、推定量である残差標準偏差を用います。𝑏 が標準誤差 s.e.[b] の何倍であるか、この値が t 値で、t 分布に従うことで検定します。自由度は残差の自由度です。
　


= r——
B DANERIRTE p.240
oFHEINEY H,:8=0 OIE (H,: pz0)
,__b 0620
~s.e.[b] 0118
BRI/KE0.05T B (IBRE
=TDIST( 5.259, 4, 2) = 0.006 EFERISIKETIFRY
- =
=T.DIST.2T( 5.259, 4) = 0.006 y [Fx [cdDTRRICENTS
%436 i X y | y-hat e = D4
yT)L/(— " N = 1 252 o048 |2 3900] 2438 LINESTRIZAODIER
DI 2 3 5 | 576 -0.76 |b 0620 | _ X| const
3 4 7 | 638 062 [S 2.780 [Ol)FE{RER 0.620| 3.900|tDH
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i3 5.00 7.00/ 7.00 0.00 FIE 27.655 4\ SEEEHE
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　表示4.3.3（p.231）のデータについて計算すると，b は 0.620、s.e.[b] は先ほど計算したように 0.118、したがって t=0.620/0.118 = 5.259となります。残差の自由度は、さきほど説明したように、6-2=4 ですから、t 分布で ±5.259 の 外側の両側確率は=TDIST(5.259, 4, 2) で求められ，0.006 です。したがって、有意水準0.05で帰無仮説を棄却します。すなわち β は有意、回帰直線は水平ではない，y は x によって有意に変化することが分かります。
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　回帰係数 β の 95% 信頼区間を考えます。(b-β)/s.e.[b] は t 分布に従うことから、信頼率 0.95の信頼区間は、式を変形してこのような式で表されます。
　さきほどから使っている表示 4.3.3 のデータで具体的に計算すると、この場合の回帰係数ベータの95%信頼区間は 0.293 から 0.947 という結果になります。β が有意水準 0.005 で有意であることと、95%信頼区間に 0 を含まないことは同じことです。
　ここで、𝑡(0.05, 𝜈𝑒 ) は両側確率 0.05の t 値を表します。𝑡(0.05, 𝜈𝑒 ) の表現は常に両側確率とは限りませんので、注意してください。
　なお、Excel関数ですが、=TINV(0.05, 4)=2.776　で、この関数は、両側確率0.05のｔ値を返します。Excel2010以降の関数は、=T.INV(0.975,4)=2.776、=T.INV.2T(0.05,4)=2.776 となりますので注意してく
ださい。
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　ベータと同様にアルファの仮説検定も行えます。表示4.3.3のデータについて計算すると，t = 3.900 / 0.681 =5.729 となります。残差の自由度4から、両側確率は=TDIST(5.729, 4, 2) で求められ，0.005 です。したがって、有意水準0.05で帰無仮説を棄却します。すなわち アルファ は有意にゼロではない、回帰直線は原点を通らないということが判断できます。
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　切片アルファ の 95% 信頼区間は、β と同様に計算できます。表示4.3.3 の例では、95%信頼区間は、2.010 から 5.790 になります。切片 α が有意であることと、切片の信頼区間に0を含まないことは同じことです。
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　前節§4.3 に戻って説明します。テキストの表示4.3.8（p.235）をみてください。

　これは、表示4.3.3のデータを LINEST関数で解析した結果でした。LINEST関数の結果が出力された黒枠の下、赤い枠をみてください。この中に、回帰係数と切片の t 値，p 値，信頼区間が計算されています。今まで計算した結果を左に示しています。これと LINEST 関数の結果と一致しています。ただし、端数の丸めの食い違いがあります。
　この計算表は，計算式の中で、列名．行番号の前の ダラーマーク $ が除かれているので，どこにコピーして，x とy の範囲を修正するだけで使うことができます。　LINEST 関数を使うときは，表示4.3.8 で、左右の説明と下のt 値などの付加計算を含む全体を出力したいセルにコピーし，LINEST 関数の x と y を修正して使えます。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
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  さて、もう一度回帰モデルをみてください。回帰モデルは、式(4.3.3)の 𝑦=η+ε=𝛼+𝛽𝑥+𝜀 でした。これを基にして、α と β　の推定値 a と b　を得ました。したがって、x がある特定の値 xi をとったときの母平均 イータi-hat の点推定値 yi-hat が得られます。
　さらに、a, b の標準誤差が求められました。つまり、a と b のバラつきがわかったということです。これを基に、x がある特定の値 xi をとったとき、イータi-hat、つまり母平均の区間推定を考えることができます。イータにハットがついているのは、ある特定の x にたいする イータ という意味です。
　右図で、イプシロンの標準偏差シグマは、観測値 y が母平均イータを中心に分布するバラツキを表しています。これから求めようとしているのは、母平均 イータi-hat のバラツキとその区間推定です。
　まず、このイータi-hatのばらつき、すなわち分散を推定します。
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　１番上の式で、η の予測値 η-hat の点推定は、y-hat=a+bx です。この y-hat の分散は、a と b の分散を足せばいいのですが、 𝑎 と 𝑏 は独立ではないので分散の加法性が使えません。そこで、前節で説明したように、重心(xバー、yバー)を使った回帰式を使います。ここで、ｙ の平均と ｂは独立です。また、回帰分析の場合は x の誤差は考えません。そこで、分散の加法性を適用します。
　２番目の式で、１番目の式から分散を求めます。分散の加法性から、η-hat の分散はこのように表すことができます。 (x－xバー)が (x－xバー)の２乗になっているのは、式(1.3.4)で説明しました。
　３番目の式は、yバーの分散です。先のモデルで示したように、y、すなわち観測値の誤差イプシロンの標準偏差はシグマでした。そこで、観測値 y の平均値の分散は、式(1.3.8)で両辺を２乗して求められます。
　４番目はbの分散です。これは、式(4.4.1)でした。
　以上の結果から、２番目の式に、３番目と４番目の式を代入して５番目の式のように、η-hat の分散が求められます。これを式(4.4.3)とします。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf
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　先ほど説明したように、残差は誤差の推定値になりますから、式(4.4.3)の σ^2 を Ve で推定します。Ve は残差平均平方です。つまり、誤差分散を残差分散で推定するわけです。そうすると、η の95% 信頼区間は，式(4.4.4)になります。
　式(4.4.4)から、ルートの中に 1/n があるので、n が大きくなるほど信頼区間は狭くなります。ルールの中に 1/Sxx があるので、x の取る範囲が広いほど信頼区間は狭くなります。また、ルートの中に (x－xバー)^2 があるので、平均値に近い xi の場合ほどイータの信頼区間の幅は狭くなり、xi が平均 x バーの所で信頼区間は最小になることがわかります。
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　では、実際に計算してみます。表示4.3.6で、ソルバーにより回帰式を求めた表があります。ここでイータの区間推定をする式(4.4.4)に値にそれぞれの値を代入します。パラメータ a と b は 3.90 と 0.620、n は 6、xバー は 5.0、x の平方和は 50.00、残差標準偏差は 0.834、t 値は自由度 4 の信頼率 0.95 とします。
　この式に特定の xi を代入すると、その xi における イータi の95%信頼区間が求められます。
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　実際に計算した結果が表示4.4.3にありますので、Excel ファイルで確認してください。

  x を 0 から 10 まで設定し、そのときの推定値 y-hat、上の式で求めた イータ の95%信頼区間の上限値と下限値が計算されています。これを図に示すと、赤い２本の曲線が イータ の　95%信頼区間になります。黒い直線は、標本回帰直線です。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この赤い２本の曲線は、2 本の直線の点線 y = yバー + 0.293(x − xバー), y = yバー + 0.947 (x − xバー)に接近する双曲線になっています。ここで，0.293 と 0.947 は回帰係数 b の下側 と上側の信頼限界値です
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほど、式(4.4.4)の構成から説明したとおり、母平均イータの95%信頼区間は、x = xバーの所で最小となり，x が xバー から離れるにつれて広くなります。
　さて、この赤い双曲線は、母平均の 95%信頼区間です。平均値ではなく、個々の観測値の 95% が含まれる範囲を知りたい場合もあります。むしろ、その方が多いかもしれません。それが、外側の線になります。次に、この外側の線を説明します。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰モデルで、式(4.3.3)のように、観測値 y は η に ε が加わったものでした。今、イータ-hat の分散は式(4.4.3)で求められました。したがって、y の分散は、イータ の分散と イプシロン の分散が加算された形になります。これが式(4.4.5)です。
　したがって、y の区間推定は式(4.4.6)のようになります。ルートの中に１がありますから、n が増えてもルートの中は大きく変化することはありません。
　n が大きくなると、1/n はゼロに近づき、(x-x)^2/Sxx もゼロに近づきますから、ルートの中は Ve に近付きます。また、n が大きくなって、自由度 ニューe が大きくなると、t 分布は標準正規分布に近付きます。したがって、双曲線は 𝑦~(𝑎+𝑏𝑥)±1.96𝑠 の直線に近づいていきます。
　なお、自由度をギリシャ文字のニューで表しています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.4.3の場合、式(4.4.6)から、y の95%信頼区間が、赤い枠の列に計算されています。右図で、外側の双曲線が個々の観測値 y の95%信頼区間、内側の赤い双曲線が母平均イータの95%信頼区間になります。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　グラフでみると、n が大きくなると，y=a+bx±1.96s の直線に近づくというのは、回帰モデルで説明したこの点線、イータ±1.960シグマに近づくということです。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　x を3～7 の範囲で、n 個の観測値が得られたとき，n により，2 つの双曲線がどのように変化するかを表わしたのが表示4.4.4 です．n が４倍になると η の95%信頼区間の幅はほぼ半分になります。一方、外側の y の95%信頼区間の幅の変化は少ないことがわかります。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで出てきた式(4.4.4)と式(4.4.6)を比較してみます。
　式(4.4.4)は　x がある特定の値のときの y の母平均 η の95％区間推定を表しています。これは（母平均の信頼区間）です。JMPでは「回帰の信頼区間」と表示します。
　一方、式(4.4.6)は、x がある特定の値のときの個々の観測値 y の95％区間推定を表しています。これは、母数を推定するのではなく、観測値の信頼区間です。これは「推定」とは言わずに「予測」といわれることがあります。JMPでは　「個々の値に対する信頼区間」と表示します。
　ある x に対する y の母数の推定よりも、個々の対象の y の 値を予測する方が多く用いられます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでは、x を代入して y の期待値、予測値や誤差を考えてきました。その反対に、この回帰直線から，y の期待値 η が8 になる x の点推定と区間推定を考えてみます。これを逆推定といいます。
　表示4.4.3 で，y=8 の水平線上の交点で、x を読み取ることができます。ブルーの矢印から、x は6～7 であることがわかります。 
　η の95%信頼限界の交点はオレンジの矢印です。ブルーの線からオレンジの線の間隔をオレンジの両矢印で示しています。一見して、等間隔ではないことが分かります。
　y の95%信頼限界の交点はグリーンの矢印です。右の交点はグラフの範囲外になります。こちらも等間隔ではありません。
　これを計算で、どのように求めるか、説明します。
　なお、説明変数 x と目的変数 y を交換して回帰させ、この新しい x から y を求めることも考えられます。しかし、説明変数は x、目的変数は yという位置づけがあり、x には誤差がなく、y の誤差から回帰式を得るので、異なった結果を導くことになります。これは適切ではありません。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、計算で求めてみます。
　x の点推定は、回帰式を変形して x が求められます。この式から、x は6.61が得られます。
　ところが、x の信頼区間は計算が面倒そうです。x が二か所に出てきて、一つは平方根の中にありますから、y=8 を代入して、この式から x をもとめるのはかなり難しそうです。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで，ゴールシークを使って求めます。ゴールシークについては、§3.6(4) p.163 で説明しました。
　前項(4)で区間推定を行った表示4.4.3 を使います。この表を下の空いている場所にコピーしてください。上から 7 行分を使います。
　テキストでは、コピーした結果として、すでに S29 以降に表示4.4.5 があります。皆さんが実習をするために、ここに上書きしてください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-6.pdf
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「ゴールシーク」画面に移動します。トップメニューから［データ］＞［What-if分析］＞［ゴールシーク］と進みます。
　「ゴールシーク」画面で，[数式入力セル] に U31、 ブルーで塗りつぶしたセルを指定します。このセル値の[目標値] を 8 に設定します。[変化させるセル] に S31、白地にブルー枠で囲ったセルを指定します。[OK] をクリックすると，変化させるセルに回答が得られます。
　これと同様に、右下に示した表のとおり、変化させるセル - 数式入力セルの組み合わせを５つ設定します。 S31 - U31、S32 - V32、S33 - W33、S34 - X34、S35 - Y35 に設定して、目標値を 8 にして計算させてください。計５回、行うことになります。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.4.5が得られます。区間推定が平均を中心に等間隔ではないことに留意してください。
　イータ が 8 に対して x の点推定は x=6.61、ブルーの矢印です。 η=8 に対する x 信頼区間の上限が x= 9.38、下限が x=5.09、オレンジの矢印です。y=8 に対する x の予測区間の上限が x=12.13、図の範囲外になっています。下限が x=2.34 、グリーンの矢印です。これらの値が得られます。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　化学分析の検量線を求めるため回帰直線をあてはめるような場合を考えます。
　濃度 x が既知の検体について分析し，分析計の表示値 y を求めて回帰直線を得ます。そして、濃度が未知の検体の表示値 y から検体の濃度 x を予測することを考えます。
　測定値 y が得られた検体の集まりの濃度を推定するのではなく，今測定した検体、つまり個々の検体の濃度を推定するので、誤差を含む信頼区間、つまり外側 y の曲線を使って区間推定をすることになります。これは、η の信頼限界よりもさらに広くなります。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
 先ほどの§4.4(3) では傾きを表わすパラメータ b を用いて，x によってy が変化するかどうか、β の仮説検定をt 検定で行いました。ここでは分散分析で同様の検定を行います。帰無仮説は回帰の平均平方=誤差の平均平方です。
　前節では、平方和と自由度を式(4.3.13)と式(4.3.16)のように分解できることが示されました。これらの平方和とそれぞれの自由度を表示4.4.6 の分散分析表のようにまとめます。
　下の分散分析表を見てください。要因として、回帰、誤差、全体があります。それぞれの平方和、自由度、平均平方、F 比、p 値の欄が並んでいます。
　平方和の欄は、式(4.3.13)の ST 22.00、SR 19.22、　Se 2.78 になっています。
　自由度の欄は、式(4.3.16)の ニューT 5、ニューR　1、ニューe　4 になっています。自由度はギリシャ文字のニューで表しています。
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　平方和を自由度で割って平均平方を計算します。ここで、y が x によって変化しない、つまり帰無仮説 H0 : 傾斜 β = 0とき，回帰の平均平方と誤差の平均平方の期待値が等しいという性質があります。この詳しい説明は第2 部の実験計画法で詳しく取り上げられます。分散分析表には、19.20 と 0.695 が表示されています。
　回帰の平均平方を誤差の平均平方で割って，F 比を求めます。分散分析表では、27.65 と記載され、その下に 1.00 と表示されています。この 1.0は，F 比を求めるために、誤差の平均平方を分母に用いたことを表わしています。これは，本書独特の工夫です。
　帰無仮説が正しいとき，つまり「回帰の平均平方と誤差の平均平方が等しい」が正しいとき、F 比は F 分布に従います。F 分布については§3.3(1) p.141で説明されています。自由度は分子と分母にした平方和の自由度で、ここでは 1 と 4 です。自由度が(1, 4) の F 分布が F 比の 27.65 よりも大きい値を取る確率は =FDIST(27.65, 1, 4) で求められ 0.006 となります。この値は有意水準 0.05 よりも小さいので帰無仮説は棄却されます。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-3.pdf
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　今得られた「分散分析の F 検定」と、先に説明した「回帰係数 𝑏 の t 検定」を比較します。
　まず、回帰係数の検定では、t 値が5.249は、p値が 0.006で、下の分散分析表の p 値 0.006 と一致します。
　また、t 値の2 乗は 5.2592 = 27.65 で F 比の値に等しくなります。分子の自由度が 1 の F 分布と t 分布の関係は§3.8(2)（補遺）で説明されていますので、参考にしてください。
　つまり，回帰係数 b のt 検定と分散分析の F 検定とは同じ検定になります。この分散分析については、第2 部の実験計画法で詳しい解説があります。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-4.pdf
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　前節§4.3 で、寄与率を説明しました。
　S(R) は，y の平方和 S(T) の内 x の変化によって説明できる部分の大きさを表しています。S(e) は，x の変化によって説明できない部分の大きさを表しています。y の平方和（総平方和）S(T) は，予測値の平方和 S(R) と残差の平方和 S(e) に分解されました。そこで、総平方和 S(T) の中で回帰平方和 S(R) が占める割合を、寄与率または決定係数と呼び，R^2 で表わします。これを式(4.3.14)とします。この事例では、0.874 になります。
　この式を変形すると１から誤差率を引く形になります。誤差率の分母と分子の平方和の自由度は異なります。そこで、それぞれの自由度で割って、平均平方に置き換えた寄与率を、R^*2 と表し、自由度調整寄与率といいます。この事例では 0.842 になります。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
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　では、これまで説明してきたことをJMPで実習します。
　JMPを立ち上げて、JMP ファイル　「4-相関3.jmp」　を読込ます。

　ここに表示4.3.3、表示4.3.4、表示4.3.6、表示4.4.3で使ったデータがあります。６組の x と y のデータです。このデータを JMP で単回帰分析します。　[分析] ＞ [二変量の関係] で，x を[X] に，y を[Y] に指定して，実行してください。
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　散布図が得られます。赤の▼のオプションメニューから[直線のあてはめ] を選択します。　

　回帰直線が引かれたならば，散布図の下の赤▼オプションメニューから[回帰の信頼区間] と、その下の[個別の値に対する信頼区間] を、順番に選択します。
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2 組の信頼区間の双曲線が追加されます。これが、表示4.4.3で説明した母平均イータの95%信頼限界と、観測値 y の95%信頼限界です。
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　散布図の下に分析結果が得られています。これまで説明してきた、回帰式、寄与率（決定係数）、自由度調整寄与率、残差標準偏差、分散分析表、パラメータ推定値と帰無仮説 β=0 と α=0  の仮説検定が表示されています。
　誤差の標準偏差(RMSE) は.√Ve で，p.233で説明があったように、残差標準偏差と呼ばれています。RMSE はRoot Mean Square Error の頭文字で，平均平方の平方根を意味します。
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　誤差の標準偏差(RMSE) は 前節 §4.3 で説明したこの図の　σ の推定値になります。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
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　　カーソルを「パラメータ推定値」の出力表の中に移動して，この上で右クリックするとオプションメニューが現われます。そこから[列] を選択して，[下側95%] と[上側95%] を指定します。切片 a と回帰係数 b の t 値，p 値の右に母回帰係数の 95%信頼区間と、母切片の 95%信頼区間が追加されます。
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　次は、逆推定です。[二変量の関係] に逆推定の機能がないので，[モデルのあてはめ] を用います。
　トップメニューから　[分析] ＞ [モデルのあてはめ] を選択し，モデルの指定のダイアログで，y を[Y] に，x を[モデル効果の構成]に[追加] し，[実行] をクリックします。
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　散布図が得られます。また、その下に、［二変量の関係］と同様に、あてはめの要約、分散分析表、パラメータ推定値とその仮説検定の結果が表示されます。
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「応答y」の赤▼オプションメニューから[推定値] ＞ [逆推定] を選択します。



=57 ) LD T s ]

p.246

x

(FBDTER)

WHFELULWYERLIDL E, BELTLESEL,

Csmke )

0.95

\L

e ]

LY

L/

Y
8

[l:l HEEMORFECLIRS E4 MELCHTSERRER |

1

OK

ol

Ny

Fr44.8JMP [EFILEHTESDH] (CKBDFHETE (1)

EE=Nzy

FHEE

RESTY
8.000000

12

xDFMiE F#95% E@95%

6.612903 5.088091 9.384410
FZEDHEFE T 9 D EFE

11

(DT EKE

10

72



プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　　「逆推定」のダイアグで，[ｙ] の値に 8 を入力します。信頼水準は 0.95 で、両側検定です。この状態で、デフォルトでは 母平均η の区間推定を行います。□にチェックを入れると、観測値 y の区間推定になります。まずは、チェックを入れないで、[OK] をクリックします。

　テキストの表示4.4.8が得られます。表示には「応答の期待値に対する信頼区間」とあります。η の区間推定です。
　もう一度戻って、□にチェックを入れて、y の区間推定を行ってください。
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　左は表示4.4.8で、応答の期待値に対する信頼区間です。右は表示4.4.9で、個別の応答に対する信頼区間です。二つの結果が得られます。
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　JMPの結果は、表示4.4.5の結果と一致しています。
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　次に演習4.4.2を行います。テキストは、271ページです。

　この演習で、前々節で説明した確率楕円と、今回の回帰直線との関係を確認します。
　JMP ファイル「4-相関3.jmp」のデータを、もう一度、［分析］＞［二変量の関係］で散布図を描き、［直線のあてはめ］と［確率楕円］を加えてください。確率楕円の信頼率を 0.5 にしてください。
　
　このような確率楕円と回帰直線が得られます。
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　右の図で、回帰直線は，確率楕円の左右で、y軸と平行に引いた直線との接点を通っています。　
　これを、左の図で、拡大した確率楕円と回帰直線の例で説明します。赤の回帰直線は，確率楕円の左右で、y 軸と平行に引いた直線との接点を通っています。図の青い線で示したように、回帰直線から確率楕円までの上下の距離は，同じになっています。これはどこの部分であっても、上下は等距離です。
　回帰のモデルは，回帰直線y = α + βx に誤差が加わったものですから、誤差は回帰直線の上下に対称に分布します。したがって，確率楕円は，回帰直線の上下に等距離の点を通ります。そのため、楕円の両端は，回帰直線に収束します。
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　データテーブルにもどってください。�
　回帰直線の違いをはっきりさせるために、現在のデータテーブルで、6番目のyの値を、10 から 8 に変更してください。

　変更した後、先ほどと同様に、二変量の関係、直線の当てはめ、50%の確率楕円の当てはめを行ってください。このような回帰直線と確率楕円が得られます。
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　[二変量のあてはめ] 画面のオプションの[直交のあてはめ] から[Y − > X のあてはめ] を選択すると，回帰係数の大きい直線が引かれます。

　これは y から x を予測する式 x-hat = c + dy です。この直線は，通常の回帰直線とは逆に，楕円の上下の水平になって点を通ることが分かります。図の下に「直交回帰　分散比=0.000」と表示されています。これは，y とx の分散の比で，y の分散が0，すなわち，横軸には誤差が含まれるが，縦軸には誤差が含まれないことを表しています。
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プレゼンテーションのノート
　[二変量のあてはめ] 画面のオプションの[直交のあてはめ] から[一変量分散，主成分] 選択してください。

　中央の直線が得られます。これは，主成分分析と呼ばれる多変量解析に関連しています。詳細は省略します。


KD

p.247
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