
4 相関・回帰
4.5 回帰分析適用上の諸問題
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テキスト
芳賀敏郎（2011）医薬品開発のための統計解析

第１部 基礎 改訂版、サイエンティスト社、p.275

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第１部　基礎　改訂版」　を使用します。




第１部 基礎

1. 統計の基礎・・・・・1.1 宝くじの期待値と分散、1.2 サイコロの目の数の期待値と分散
1.3 分散の加法性・中心極限定理・正規分布、1.4 統計的推測、1.5 モデル

2. １組のデータの解析 2.1 データの特徴の記述、2.2 データのグラフ表示と外れ値
2.3 対数変換と対数正規分布、2.4 平均に関する推測（母標準偏差 σ 既知）
2.5 分散に関する推測、2.6 平均に関する推測（母標準偏差 σ 未知）

3. ２組のデータの解析 3.1 データのグラフ化、3.2 平均値の差の t 検定、3.3 分散の違いの検定
3.4 分散が異なる場合の平均値の差の比較
3.5 対応のある場合の平均値の差の t 検定、3.6 検出力と n の決め方
3.7 ノンパラメトリック検定

4. 相関・回帰・・・・・4.1 散布図、4.2 相関係数、4.3 回帰モデルとモデルの推定
4.4 誤差を考慮した推定、4.5 回帰分析適用上の諸問題
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本節では、回帰分析適用上の諸問題を取り上げます。
　



4.5 回帰分析適用上の諸問題
（1）Anscombe（アンスコム）の例
（2）残差の検討
（3）x に誤差を含む場合
（4）変数の選び方

補足 原点を通る回帰式

使用するファイル
Excel ファイル「基本改4.xls」
JMP ファイル「4-相関3.jmp」
サイエンティスト社ホームページからダウンロード

JMP 10.0.2 を使用した結果を表示
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テキストの
該当ページ

p.248

★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの248ページを開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　ここでは、テキストの (1)～(4)と、補足として「原点を通る回帰式」を取り上げます。
　ファイルをダウンロードして学習に使ってください。
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。




（1）Anscombe（アンスコム）の例

2 変数の関係を解析するとき，
グラフ化が重要であることを示す事例（Anscombe, 1973）

多くの著書で引用されている
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p.248

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これから紹介する Anscombe（アンスコム）の例は、Anscombe が 1973年に報告した事例です。2 つの変数の関係を解析するとき，回帰式を計算するだけでは不十分であり、グラフ化が重要であることを示しました。多くの著書で引用されています。




Anscombe の例
事例 1

４組の２変数のデータ
 （a）x1 と y1
 （b）x1 と y2
 （c）x1 と y3
 （d）x4 と y4

それぞれの x、y の
平均，標準偏差は同じ

本来、最初にグラフ化するが、
グラフ化しないで統計量を計算
４組の相関係数はほとんど同じ
強い相関がある
 5

x1 y1 y2 y3 x4 y4
1 10 8.04 9.14 7.46 8 6.58
2 8 6.95 8.14 6.77 8 5.76
3 13 7.58 8.74 12.74 8 7.71
4 9 8.81 8.77 7.11 8 8.84
5 11 8.33 9.26 7.81 8 8.47
6 14 9.96 8.10 8.84 8 7.04
7 6 7.24 6.13 6.08 8 5.25
8 4 4.26 3.10 5.39 19 12.50
9 12 10.84 9.13 8.15 8 5.56

10 7 4.82 7.26 6.42 8 7.91
11 5 5.68 4.74 5.73 8 6.89

平均 9.000 7.501 7.501 7.500 9.000 7.501
標準偏差 3.317 2.032 2.032 2.030 3.317 2.031
相関係数 0.816 0.816 0.816 0.817

表示 4.5.1  Anscombe の例

p.248

（a） （b） （c） （d）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.5.1 がアンスコムの例です。事例 1 とします。
　４ 組の２変数のデータがあります。x をオレンジ枠で示し、y をブルー枠で示してあります。
　その組み合わせは、　x を共通として、（a）x1 と y1、（b）x1 と y2、（c）x1 と y3 です。それと、（d）x4 と y4 の計４組です。
　データを眺めてみると、一見してちょっと変だなと思うデータもあります。
　本来、初めにグラフ化を行いますが、とりあえず、グラフ化しないで統計量を確認します。
　オレンジ枠の x についてみると、x1 と x4 の平均は 9.0、標準偏差は 3.317 で同じです。ブルー枠の y についてみると、y1,y2,y3,y4 の平均値はほぼ 7.50、標準偏差はほぼ 2.03 で同じです。
　４組 (a)(b)(c)(d) の相関係数が、それぞれの y の列の最下段にあります。ほぼ 0.816で、いずれも強い相関があります。



Anscombe の例
単回帰分析

単回帰分析の結果
回帰係数、切片
その標準誤差
寄与率
回帰平方和
残差標準偏差
傾きと切片の t 値、p 値

4 組の統計量はほぼ同じ
↓

いずれも同じ関係と
判断してよいか？

先ずはグラフ化
6

傾き 切片
回帰係数 0.500 3.000 0.500 3.001
標準誤差 0.118 1.125 0.118 1.125

寄与率 0.667 1.237 残差標準偏差 0.666 1.237
分散比 17.990 9 残差の自由度 17.966 9

回帰平方和 27.510 13.763 残差平方和 27.500 13.776
t  値 4.241 2.667 4.239 2.667
p  値 0.002 0.026 0.002 0.026

0.500 3.002 0.500 3.002
0.118 1.124 0.118 1.124
0.666 1.236 0.667 1.236

17.972 9 18.003 9
27.470 13.756 27.490 13.742

4.239 2.670 4.243 2.671
0.002 0.026 0.002 0.026

（a）x1 と y1                                     （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                             （d）x4 と y4 

p.248

切片
標準誤差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストには表示されていませんが、４組のデータを LINEST　関数で単回帰分析した結果を示します。(a)(b)(c)(d) の回帰係数、切片、その標準誤差、寄与率、回帰平方和、残差標準偏差、回帰係数と切片の t 値、p 値について、4 組ともほぼ同じです。これらの結果から、この４組の２変数の関係は同じであると判断してよいでしょうか。
　これまで説明してきたように、データ解析の第１歩はグラフ化です。そこで、散布図を描きます。





Anscombe の例
散布図

グラフから
２変数の関係が
同じではない
ことは明らか
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（a）x1 と y1                                                          （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                           （d）x4 と y4 

表示 4.5.2 散布図と回帰直線（Anscombe の例）

p.249

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.5.2 の (a)(b)(c)(d) が、それぞれの散布図です。
　これを見て、びっくりです。計算上、まったく同じ単回帰分析の統計量が得られているのに、散布図から４組の２変数の関係は同じではないことが明らかです。



Anscombe の例
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回帰直線

ほぼ同様の
回帰直線と
寄与率が
得られた

↓
直線のあてはめ
は妥当ではない

y = 0.5001x + 3.0001
R² = 0.6665
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（a）x1 と y1                                                          （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                           （d）x4 と y4 

p.249

表示 4.5.2 散布図と回帰直線（Anscombe の例）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この図に、単回帰分析の結果として、回帰直線を引きます。さきほどの LINEST 関数の結果でもわかるように、回帰式と寄与率 R^2 値は４組ともほぼ同じです。しかし、この直線のあてはめが妥当ではないことは明らかです。



（a）x1 と y1                                                          （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                           （d）x4 と y4 

（a）x1 と y1                                                          （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                           （d）x4 と y4 

Anscombe の例
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問題点
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本来は
曲線関係

直線の
あてはめは
不適切
外れ値あり

問題はない

外れ値？
本来の直線と
異なる

p.249

表示 4.5.2 散布図と回帰直線（Anscombe の例）

（a）x1 と y1                                                          （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                           （d）x4 と y4 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　（a）は問題がなさそうです。
　（b）本来は曲線関係です。このデータに、むりやり直線モデルをあてはめています。直線関係をあてはめるのは不適切です。
　（c）１点の外れている観測値があるため、回帰直線がそれに引っ張られて、本来の直線とは異なっているように見えます。
　（d）１点の外れた値があり、回帰直線がその１点で決定されています。直線関係をあてはめるのは不適切です。



Anscombe の例
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残差
x と残差 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖 の
プロット

（a）x1 と y1                                                  （b）x1 と y2

（c）x1 と y3                                                    （d）x4 と y4 

規則性がある

p.249

規則性がなし

外れ値がある 外れ値がある

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この残差のグラフを描きます。残差については、これまでにも何回か説明してきました。残差とは、各観測値 y(i) から回帰直線の予測値 y(i)-hat を引いた値です。これについては、後で詳しく説明しますので、とりあえず残差を縦軸に、横軸にxを取った散布図で、その特徴を確認します。
（a）は残差に規則性がありません。ゼロを中心にプラス、マイナス両側に均一かつランダムに分布しています。（b）の場合、残差は明らかな規則性を示しています。（c）の場合も、明らかな規則性があります。また、1つの外れた点があります。（d）の場合も外れ値があります。



Anscombe の例
グラフ化（散布図）、残差の検討が重要

（a）特別の問題はない
（b）本来、曲線関係があるにもかかわらず、直線をあてはめている

残差に規則性があり、直線モデルをあてはめることは不適切
（c）１点が外れているため、本来あるべき直線とは異なった直線があてはめられている

外れた１点の原因と、残差に規則性が生じた原因を追究する必要がある
（d）１つの外れた値で回帰直線が決定されている

２変数は直線関係ではない

単回帰分析の適用が妥当な事例は（a）だけ
回帰式、寄与率などの数値（統計量）のみで判断してはならない
散布図を描き、個々の残差を検討することが重要

                （c のケースは、第３部 §4.4 p.281で取り上げる）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上、まとめます。
（a）特別の問題はありません。
（b）本来、曲線関係があるにもかかわらず、無理やり直線をあてはめています。残差に規則性があり、直線モデルをあてはめることは不適切です。
（c）１点が外れているため、本来あるべき直線とは異なった直線があてはめられています。外れた１点の原因を追究する必要があります。また、残差に規則性があり、ばらつきが不自然ですから、この原因も調べる必要があります。
（d）１つの外れた値で回帰直線が決定されています。そもそもこの二変数は線形関係ではありません。
　この回帰分析の適応が妥当な事例は（a）だけです。このアンスコムの例は、回帰式、寄与率だけで判断するのではなく、散布図で確認することや、個々の残差を検討することの重要性を示しています。
　なお、c のケースは、第３部で取り上げられます。



（2）残差の検討

単回帰モデルをあてはめた妥当性の検討
残差分散の推定

残差分析

12
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　第 1 項(1) で、アンスコムの例の残差を示して、視覚的に検討しました。
　本項では、単回帰モデルをあてはめた妥当性を検討する一環として、残差分散を推定して、残差分析を行います。



y

x

残差の検討
単回帰分析における残差の検討方法

残差からモデルの妥当性を判断
残差（𝑒𝑒𝑖𝑖）＝観測値（𝑦𝑦𝑖𝑖）－予測値（ �𝑦𝑦𝑖𝑖）

推定したモデルで説明できなかった部分
通常、残差は平均（0）を中心に分布
𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ N(0,𝜎𝜎2) を仮定したモデル

基準化残差（標準化残差）
残差を基準化（標準偏差で割る）して比較

規則性や外れ値があれば要注意

グラフ化
xと残差の散布図、xと基準化残差の散布図
基準化残差の箱ひげ図など

13
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�𝑦𝑦𝑖𝑖= 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖
 𝑦𝑦𝑖𝑖

表示 4.3.5 残差との関係（p.229）

観測値

残差

予測値

𝜎𝜎

●

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑛𝑛

標本回帰直線

モデルの誤差 𝜀𝜀
正規分布を想定

点予測

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰式をあてはめたならば、モデルが妥当であるかどうかを、残差から検討します。
　右側の表示 4.3.5 で示したように、残差 e(i) は観測値 y(i) と予測値 y(i)-hat との差で、推定したモデルで説明できない部分に相当します。予測値 y(i)-hat は標本回帰式から得られる y の点予測であり、回帰直線の線上に位置します。すなわち、残差は観測値と回帰直線の鉛直距離であり、観測値と回帰直線との「ずれ」です。
　誤差イプシロンが平均 0 の正規分布に従うモデルをあてはめているので、あてはめが妥当であれば、個々の残差はゼロを中心に正規分布に従うはずです。ところが、この残差に規則性や外れ値があれば、直線のあてはめが妥当ではない可能性があります。また、外れ値があるかどうかの確認も必要です。
　それぞれの残差を比較するときに、そのまま比較するのではなく、基準化して比較する方法があります。基準化は標準化ともいいます。
　また、残差の様子を可視化するために、グラフに表します。x と残差、x と基準化残差、基準化残差の箱ひげ図などを用います。
　それでは、詳しく説明していきます。




y

x

残差の検討
残差の分散

単回帰モデル（母回帰式）

標本回帰式（母回帰式の推定式）

残差分散 V 𝑒𝑒𝑖𝑖 は誤差分散 𝜎𝜎2 より小さい
残差分散は 𝑥𝑥𝑖𝑖 が 𝑥̅𝑥 から離れるほど小さい
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表示 4.3.5 残差との関係

観測値

𝜎𝜎
𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖  𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ N(0,𝜎𝜎2)
V 𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2

𝑦𝑦𝑖𝑖 = �𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 = �𝑦𝑦� + 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥� + 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦� − 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥�
  

V 𝑒𝑒𝑖𝑖 = V 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦� − 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥�

 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2

●

（4.5.1）

（4.3.3）

（p.240）
（p.249 脚注） �𝑦𝑦𝑖𝑖= 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖
 𝑦𝑦𝑖𝑖

残差

予測値

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑛𝑛

> 0
< 1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、残差の分散を求めます。
　単回帰モデル、すなわち母回帰式は式(4.3.3) であり、誤差イプシロンは独立に N(0, シグマ^2) に従うものとします。誤差イプシロンの分散をシグマ^2 とします。我々は、この母回帰式を直接知ることはできません。
　そこで、母回帰式を推定した標本回帰式を得ます。この式を、p.240で説明した重心を使った回帰式に変形します。この e(i) が残差です。残差 e(i) の分散は式(4.5.1) です。この導き方について、p249 の脚注に説明がありますが、詳細は省略します。
　式(4.5.1) で、シグマに乗じる（ ）の中は、１から 1/n と (x(i)-x)^2/S(xx) を引きますが、マイナスにはならず、１よりも小さい正の値です。すなわち、残差分散は誤差分散 シグマ^2 よりも小さくなります。そして、n が大きくなり、x の平方和が大きくなるほど、シグマ^2 に近づいていきます。また、(x(i)－x-bar) があることから、x の値によって残差分散が異なり、x(i) が平均値から遠くなるほど残差分散は小さくなります。



y

x

残差の検討
残差の分散

単回帰モデル（母回帰式）

標本回帰式（母回帰式の推定式）
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p.249

表示 4.3.5 残差との関係

観測値

𝜎𝜎
𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖  𝜀𝜀𝑖𝑖 ∼ N(0,𝜎𝜎2)
V 𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2

𝑦𝑦𝑖𝑖 = �𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 = �𝑦𝑦� + 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥� + 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦� − 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥�
  

V 𝑒𝑒𝑖𝑖 = V 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦� − 𝑏𝑏 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥�

 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2

●

（4.5.1）

（4.3.3）

（p.240）
（p.249 脚注） �𝑦𝑦𝑖𝑖= 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖
 𝑦𝑦𝑖𝑖

残差

予測値

𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑦𝑦1

𝑦𝑦𝑛𝑛
誤差分散
誤差は独立
等分散

残差分散
残差は独立ではない
等分散ではない

�𝑒𝑒𝑖𝑖 = 0,  �𝑒𝑒𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0
残差の制約条件 p.232

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　つまり、母回帰式において、誤差イプシロンは独立であり、誤差分散シグマ^2 はいずれの x においても等しいという前提です。
　これに対し標本回帰式において、残差 e(i) は独立ではなく、等分散ではありません。この残差には、一番下に示した 2 つの式の制約条件があります。仮に、１つのデータが変わったとすると、標本回帰式が変わり、それに伴って全ての残差が標本回帰式に連動して一気に変わるので、独立していません。




残差の検討
残差の分散

残差 𝑒𝑒𝑖𝑖 の分散と観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖 の分散の比較

 

 

残差分散は誤差分散 𝜎𝜎2 より小さく、𝑥̅𝑥 からの距離によって変化するので等分散ではない
→ 𝑥̅𝑥 からの距離ごとに残差を比較するため、標準偏差で割って（基準化して）比較
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V 𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2

V 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2

V �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 1 +
1
𝑛𝑛

+
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2

（4.3.3）
 
（4.5.1）
  
（4.4.5）

p.250

符号 符号

残差の分散は 𝑥̅𝑥 から離れるほど減少

観測値の分散は 𝑥̅𝑥 から離れるほど増加

平均値の残差（観測値と平均値の差）の分散（§2.2 (4) p.78,  §2.7(2) p.116）
 平均値の残差の分散は

σ2よりも小さくなる
（2.2.1）
 

（2.7.2）
V 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇 = 𝜎𝜎2

V 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 = 𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 =
𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛

𝜎𝜎2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この残差分散の式(4.5.1)と、前節で説明した観測値の分散の式(4.4.5)を比較すると、（　）の中の２つの符号が上の式と下の式で逆になっています。つまり、観測値 y(i) の分散は x の平均から遠ざかるにつれ、それほど変化は大きくはありませんが、増加します。反対に、残差の分散は x の平均から遠ざかるにつれ減少します。一方、母平均の分散は大きくなります。
　したがって、残差分散は シグマ^2 よりも小さくなります。また、等分散ではなく、x の平均から遠くなるほど小さくなります。
　なお、残差の分散は誤差分散シグマ^2 よりも小さいことは、§2.2(4)で説明したように、１変量の場合、平均値の残差の分散は、母分散 シグマ^2 よりも小さくなることと同じです。
　このように、残差の分散が x の取る値によって異なるので、それぞれの分散を考慮して比較するために、残差を標準偏差で割った値、すなわち基準化残差で比較します。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-2.pdf


残差の検討
基準化残差（標準化残差）

基準化残差 𝑒𝑒𝑖𝑖∗ ：残差 𝑒𝑒𝑖𝑖  をその標準誤差 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖 で割って基準化（標準化）する

 

利点 残差が平均 �𝑦𝑦𝑖𝑖 からどれだけ離れているかを、標準偏差の単位で公平に比較できる
基準化残差は標準正規分布に従うと期待されるので、

データポイント間の比較、外れ値の検出、モデルの妥当性検証などを行える
異なるスケールや単位を持つデータ間での比較が可能になる
残差プロットなどを作成して視覚的に残差の解析を行う
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𝑒𝑒𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑖𝑖∗ =
𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖

=
𝑒𝑒𝑖𝑖

V 𝑒𝑒𝑖𝑖

V 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2

（4.3.6）

（4.5.1）

p.250

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　残差をその標準誤差で割って基準化（標準化）することにより、標準偏差を単位とした尺度に変換されます。これにより、異なる単位やスケールのデータでの残差を同じ尺度で比較できるようになります。
　また、基準化した残差は、誤差項が正規分布に従うと仮定した場合、標準正規分布に従います。そこで、標準正規分布の性質を利用して、外れ値などの検出が可能になります。　
　さらに、基準化残差の散布図によって診断などが行いやすくなります。




x const
b 0.620 3.900 a
se 0.118 0.681 se
r 2 0.874 0.834 sd
F 27.655 4 ν
S R 19.220 2.780 S e

i x i y i y i- hat e i V [e i] se i e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

残差の検討（補足）

基準化残差（標準化残差）
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表示 4.3.8
LINEST関数の結果

𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2 = 1 −

1
6
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342

p.250

（4.5.1）

表示4.3.6  ソルバーの解（改変）

事例２

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストを補足して、基準化残差を実際に計算します。
　表示 4.3.6 の事例を取り上げますので、Excel で表示します（操作）。
　事例２とします。説明用の簡単な事例です。
　これ以降、Excel の表の説明を成していきますが、（操作）の指示をしないので、適宜、この表を各自で作成していくと、理解が深まります。
　



x const
b 0.620 3.900 a
se 0.118 0.681 se
r 2 0.874 0.834 sd
F 27.655 4 ν
S R 19.220 2.780 S e

i x i y i y i- hat e i V [e i] se i e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

残差の検討（補足）

基準化残差（標準化残差）

 

19

表示 4.3.8
LINEST関数の結果

𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2 = 1 −

1
6
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342

p.250

（4.5.1）

表示4.3.6  ソルバーの解（改変）
残差

 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖
標本回帰式

�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 3.90 + 0.620𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥̅𝑥

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

標準誤差
𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖  

基準化残差
⁄𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖

𝜎𝜎~残差
標準偏差

残差分散
𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖

�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 3.90 + 1.620𝑥𝑥

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　6 組の簡単な２変数のデータで、ソルバーを使って回帰式を求めた状態です。右側には、表示 4.3.8 の LINEST 関数の結果を示しています。回帰式の回帰係数は　0.620、切片は 3.90 です。グリーン枠の残差標準偏差は 0.834、これをシグマの推定値とします。
　表示 4.3.6 には、左側に 2 変数 x(i) と y(i)、その右隣に、回帰式から求めた y(i)-hat の列があります。残差 e(i) は (y(i)－y(i)-hat) です。
　残差分散 V[e(i)] は式(4.5.1) から算出します。 n=6、オレンジ枠の S(xx)=50、x-bar=5.0、シグマはグリーン枠の残差標準偏差で推定して 0.834、これに x(i) を代入して、それぞれの x における残差分散を求めます。
　ブルー枠の標準誤差 se(i) は、残差分散の平方根です。
　この標準誤差で残差 e(i) を割って，基準化残差 e∗スター を算出します。
　



x const
b 0.620 3.900 a
se 0.118 0.681 se
r 2 0.874 0.834 sd
F 27.655 4 ν
S R 19.220 2.780 S e

i x i y i y i- hat e i V [e i] se i e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

残差の検討（補足）

基準化残差（標準化残差）

 

残差分散𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 、標準誤差 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖 は 𝑥̅𝑥 から離れるほど小さくなる
   標準誤差 ＜ 残差標準偏差
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表示 4.3.8
LINEST関数の結果

𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2 = 1 −

1
6
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342

p.250

平均 𝑥̅𝑥

（4.5.1）

表示4.3.6  ソルバーの解（改変）
残差

 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖

最大
残差標準誤差 0.834 より小
平均 𝑥̅𝑥 から離れるほど減少

標本回帰式
�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 3.90 + 0.620𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑥̅𝑥

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥

標準誤差
𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖  

基準化残差
⁄𝑒𝑒𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖

𝜎𝜎~残差
標準偏差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　その結果、ブルー枠の残差の標準誤差 se(i) は 0.48～0.76 となり、グリーン枠で示したシグマの推定値である残差標準偏差 0.834 よりも小さくなります。
　また、オレンジ枠で示した x-bar=5.0 で、残差分散 V[e(i)]=0.579、標準誤差 se(i)=0.761 が最大値です。そして、x-bar=5.0 から離れるほど減少しますす。



i x i y i y i- hat e i V [e i] se i e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

残差の検討（補足）

基準化残差（標準化残差）

 

𝑥𝑥 と残差 𝑒𝑒𝑖𝑖 の散布図、 𝑥𝑥 と基準化残差 𝑒𝑒𝑖𝑖∗ の散布図を描く
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表示4.3.6  ソルバーの解（改変）
𝑥𝑥 と基準化残差 𝑒𝑒𝑖𝑖∗

の散布図
𝑥𝑥 と残差 𝑒𝑒𝑖𝑖
の散布図

𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖 = 1 −
1
𝑛𝑛
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎2 = 1 −

1
6
−

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342 （4.5.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、ブルー枠で示した列について、x と残差、x と基準化残差の散布図を作成します。



残差の検討（補足）
基準化残差のグラフ化

 𝑥𝑥 と残差 𝑒𝑒𝑖𝑖 の散布図、 𝑥𝑥 と基準化残差 𝑒𝑒𝑖𝑖∗ の散布図
周期性・規則性の有無、外れ値の有無を確認
回帰モデルのあてはめの妥当性を判断
（この事例はデータ不足）
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p.250
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-0.5

0

0.5

1

ei*

基準化残差（標準化残差）
±2の範囲に基準化残差は含まれる
±3以上の基準化残差は外れ値として要確認

箱ひげ図で
外れ値などを確認

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　左の図が x と残差、右の図が x と基準化残差の散布図です。
　この事例では、左の図と右の図で大きな違いはありません。いずれの場合も、周期性、規則性の有無、外れ値の有無を確認して、回帰モデルのあてはめの妥当性を判断します。
　基準化残差の場合、標準正規分布に従うことが期待されるので、±2の範囲にほぼ全ての残差が含まれるはずです。また、±3以上の残差は外れ値の可能性があるので、確認する必要があります。
　また、右図のように、基準化残差を箱ひげ図にして観察します。この事例では、外れ値はありません。
　なお、この事例はデータ不足です。説明のためのデータであることを申し添えます。
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x

残差の検討（補足）

基準化残差のグラフ化
x と基準化残差の絶対値の散布図（Levene の検定の考え方の応用 §3.3 p.143）
等分散性を確認（相関が有意であったり、規則性が見られると等分散が疑われる）
𝑥𝑥 の増加に伴いバラツキが大きくなるケースが少なくなく、この場合は正の相関関係になる
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i x y y-hat e i V [e i] se e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

表示4.3.6  ソルバーの解（改変）

p.250

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰分析では、等分散性が仮定されます。そこで、等分散性を確認するために、x と基準化残差の絶対値を取った散布図で確認します。これは、p.143で説明した Levene の検定の考え方の応用になります。　
　表示4.3.6の事例で、オレンジ枠で示したように、基準化残差の絶対値と x の散布図を示します。この散布図で、相関が有意であったり、規則性が見られると等分散が疑われます。
　たとえば、等分散ではなく、x が大きくなるにしたがってバラツキが大きくなるようなケースが少なくありません。この場合、この図で正の相関がみられます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-3.pdf


残差の検討（補足）

 𝜂̂𝜂 の標準誤差、𝑦𝑦 の予測誤差
母平均の推定値の
分散と標準誤差
 

予測値の
分散と予測誤差
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表示4.3.6  ソルバーの解（改変）
V[η i-hat] se V[yi] se (pred)

0.338 0.58 1.033 1.02
0.171 0.41 0.866 0.93
0.130 0.36 0.825 0.91
0.116 0.34 0.811 0.90
0.171 0.41 0.866 0.93
0.463 0.68 1.158 1.08

V 𝜂̂𝜂𝑖𝑖 =
1
6

+
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342

  

V �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 1 +
1
6

+
𝑥𝑥𝑖𝑖 − 5.0 2

50.0
× 0.8342

（4.4.3）

（4.4.5）

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝜂̂𝜂𝑖𝑖 = V 𝜂̂𝜂𝑖𝑖

𝑠𝑠. 𝑒𝑒.𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �𝑦𝑦𝑖𝑖 = V �𝑦𝑦𝑖𝑖

i x y y-hat e i V [e i] se e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝜂𝜂𝑖𝑖 = V �𝜂𝜂𝑖𝑖 𝑠𝑠. 𝑒𝑒.𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �𝑦𝑦𝑖𝑖 = V �𝑦𝑦𝑖𝑖

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　補足として、式(4.4.3) から求めた母平均の定値 η(i)-hat の分散と、この平方根を取った標準誤差を計算して示します。また、式(4.4.5) から、将来得られる観測値 y(i)-hat の分散と、この平方根を取った予測誤差を計算して表に追加しました。



残差の検討（補足）
JMP による基準化残差の計算 

JMP ファイル「4-相関3.jmp」を読み込み
６組の x と y のデータ（表示4.3.6、表示4.4.3 のデータ）

JMP［二変量の関係］、［モデルのあてはめ］

25
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「4-相関3.jmp」のデータ

i x y y-hat e i V [e i] se e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

表示4.3.6  ソルバーの解（改変）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストにはありませんが、JMPで残差を求めます。
　JMP ファイル「4-相関3.jmp」を読み込みます（操作）。�　このファイルのデータは、表示 4.3.6 の６組の x と y のデータです。
　この 2 変数に［二変量の関係］と［モデルのあてはめ］を使って直線をあてはめます。�
　



残差の検討（補足）

JMP による基準化残差の計算：［二変量の関係］
［分析］＞［二変量の関係］＞ダイアログボックス＞▼［直線のあてはめ］

［Y、目的変数］：y
［X、説明変数］：x

26
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
［二変量の関係］を実行します。�　トップメニュウから、［分析］＞［二変量の関係］を選択してダイアログボックスを表示します（操作）。
　Y と X を指定して［OK］をクリックします（操作）。
　▼をクリックして、表示したオプションメニュウから［直線のあてはめ］を選択します（操作）。
　



残差の検討（補足）
JMP による基準化残差の計算：［二変量の関係］

JMP［二変量の関係］
散布図を描画
［直線のあてはめ］ ▼オプション＞［予測値の保存］

▼オプション＞［残差の保存］
▼オプション＞［残差プロット］
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データテーブルに
新規の列が生成

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［直線のあてはめ］の▼オプションから、［予測値の保存］を選択します（操作）。
　▼オプションから［残差の保存］を選択します（操作）。
　▼オプションから［残差プロット］を選択します（操作）。
　これにより、オレンジ枠で示したように、データテーブルに予測値 y と残差 yの 列が新設され、値が記入されます。これを使って、新たな解析を行ったり、グラフ化することができます。




残差の検討（補足）
JMP による基準化残差の計算：［二変量の関係］

残差プロット

28
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残差に正規性が
あれば、

直線に並ぶ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　残差プロットとして、予測値と実測値のプロット、行番号と残差のプロット、x と残差のプロット、残差の正規分位点プロットが得られます。
　正規分位点は、Van Der Waerden 検定で説明したように、残差を順位に直して標準正規分布の%点に変換した数値です。残差に正規性があれば、残差の正規分位点と残差は直線関係になります。



残差の検討（補足）
JMP による基準化残差の計算：［モデルのあてはめ］

［分析］＞［モデルのあてはめ］＞ダイアログボックス
［Y］：y
［モデルの効果の構成］：x 
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
［モデルのあてはめ］を実行します。�　トップメニュウから、［分析］＞［モデルのあてはめ］を選択してダイアログボックスを表示します（操作）。
　Y と X を指定し、強調点を最小レポートにして［実行］をクリックします（操作）。



残差の検討（補足）
JMP による基準化残差の計算：［モデルのあてはめ］ 
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　応答yの▼オプションから、[行ごとの診断統計量]＞[予測値と残差のプロット]を選択します（操作）。
　また、[行番号と残差のプロット]を選択します（操作）。
　右側の残差プロットを得ます。



残差の検討（補足）
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スチューデント化残差 
基準化残差を改良して補正した残差
内部スチューデント化残差：すべてのデータを使用

JMP の出力
外部スチューテント化残差：外れ値と考えられる

データを除いて算出

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、応答の▼オプションから［列の保存］を選択し、その中から、オレンジ枠で囲んだ項目、すなわち［予測値］、「残差」、［スチューデント化残差］、［予測値の標準誤差］、［残差の標準誤差］、［個々の標準誤差］を選択します（操作）。
　データテーブルに、それぞれの値と計算式が保存されます。Excelで 計算した y(i)-hat が「予測値y」、e(i)が「残差 y」、se(i) が「残差の標準誤差 y」、e(i)* が「スチューデント化残差」と数値が一致しています。これらの値を使って、残差の解析やグラフ化を行います。
　なお、この［スチューデント化残差］は、基準化残差を補正した残差であり、通常、基準化残差とほぼ同じ値を取ります。JMP が出力するステューデント化残差は、すべてのデータを利用して基準化残差を計算しており、内部ステューデント化残差ともよばれます。
　これに対して、外れ値と考えられるデータを除いて計算した場合、外部ステューデント化残差とよばれます。詳細は省略します。




V[η i-hat] se V[yi-hat] se (pred)
0.338 0.58 1.033 1.02
0.171 0.41 0.866 0.93
0.130 0.36 0.825 0.91
0.116 0.34 0.811 0.90
0.171 0.41 0.866 0.93
0.463 0.68 1.158 1.08

残差の検討（補足）
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表示4.3.6  ソルバーの解（改変）
i x y y-hat e i V [e i] se e i* |e i* |
1 1 5 4.52 0.48 0.357 0.597 0.80 0.80
2 3 5 5.76 -0.76 0.524 0.724 -1.05 1.05
3 4 7 6.38 0.62 0.565 0.752 0.82 0.82
4 5 6 7.00 -1.00 0.579 0.761 -1.31 1.31
5 7 9 8.24 0.76 0.524 0.724 1.05 1.05
6 10 10 10.10 -0.10 0.232 0.481 -0.21 0.21

平均 5.0 7.0 7.00 0.00
平方和 50.0 22.0

残差
 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖

標準誤差
𝑉𝑉 𝑒𝑒𝑖𝑖  

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel で計算した値と比較します。
　オレンジ枠で示したように、2 変数 x, y と、回帰式から求めた予測値 y(i)-hat、残差 e(i) の値は一致しています。
　ブルー枠で示したように、残差の標準誤差は一致しています。また、この事例では、基準化残差とスチューデント化残差は一致しています。
　グリーン枠で示したように、母平均の標準誤差 V[イータ(i)-hat]の平方根と、観測値の予測誤差 V[y(i) -hat] の平方根は、Excel で計算した結果と一致します。



（3） 𝑥𝑥 に誤差を含む場合

単回帰分析を適用する妥当性
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここからは、別の観点から、単回帰分析を適用する妥当性について説明します。



𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
事例 3 

血圧測定の効率化を図るために、医師による従来法の代わりに自動血圧計が使えるか確かめる
50人の被験者の血圧を、医師による従来法（x）と自動血圧計（y）で同時に測定
x、y の回帰式を得る（𝑛𝑛 = 50）

原点を通り、回帰係数（傾き）が１であれば、
自動血圧計を使うことに問題はないと考えられる

サンプル（𝑛𝑛 = 50）から推定された回帰式

回帰式は原点を通らず、回帰係数は１以下、
自動血圧計が使えると判断できるか？
単回帰分析で解析する
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y = α + 𝛽𝛽𝑥𝑥 = 0.0 + 1.0𝑥𝑥 （4.5.2）

y = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 25.198 + 0.7922𝑥𝑥

p.250

被験者 従来法（x ） 自動血圧計（y ）
1 94.7 102.8
2 112.0 114.1
3 128.7 123.7
4 124.1 117.0
5 101.3 90.7

・ ・ ・
・ ・ ・
・ ・ ・
48 130.4 122.2
49 103.8 106.9
50 155.4 147.8

50 人の血圧測定値（ランダムに測定）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　事例 3 を使って、x に誤差を含む場合の回帰分析を説明します。
　血圧測定の効率化を図るために、医師による従来法の代わりに自動血圧計が使えないか確かめることを目的にします。
　そこで、ランダムに 50人の被験者を選び、血圧を同時に２つの方法でランダムに測定しました。医師による従来法（x）と自動血圧計（y）の測定値から、回帰式を得ます。
　式(4.5.2) のように、回帰係数 1.0、切片 0 であればよいと考えられます。つまり、原点を通り、かつ傾きが1であれば、両者は同じ測定値が得られるので、自動血圧計を使うことに問題はないと考えられます。
　テキストでは、測定データが省略されています。そのデータは右の表のとおりです。測定はランダムに行われたものとします。
　得られた回帰式の回帰係数は 0.7922、切片が 25.198 でした。回帰式は原点を通らず、回帰係数は１以下です。この結果をさらに詳しく解析します。



𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
事例 3 の単回帰分析

母回帰係数と母切片の仮説検定（H0：β = 1、H0：α = 0 ）はいずれも有意（有意水準 α =0.05）
原点を通らず，回帰係数は1 より小さい

→ この単回帰分析には、基本的な間違いがある
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表示4.5.3  散布図と回帰分析（1）
x const

回帰係数 0.792 25.198 切片
その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差

寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差
F 比 113 48 残差自由度

回帰平方和 7653 3249 残差平方和
t  値 -2.789 2.797

p  値 0.008 0.007

y = 0.7922x + 25.198

0

50

100

150

200

0 50 100 150 200

自
動

血
圧

計

従来法

𝑦𝑦 = 0 + 1𝑥𝑥

⁄0.792 − 1 0.074 = −2.789

⁄25.198 9.009 = 2.797

𝛽𝛽 = 0 ではないことに注意

両者は乖離

意味が異なる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この回帰直線と、LINEST 関数の出力が表示4.5.3 です。
　散布図の赤い点線は y=x です。つまり原点を通る 45 度の直線です。実際に得られた標本回帰直線は、赤い線からかなり乖離しています。
　LINEST 関数の出力の下部に、母回帰係数と母切片の仮説検定の結果である t 値と p 値があります。母回帰係数の帰無仮説は ベータ=1 なので、得られた b=0.792 から 1 を引いて、標準誤差で割って t 値を得ます。母切片の帰無仮説は アルファ=0 なので、得られた a=25.198 を標準誤差で割って t 値を得ます。p 値は 0.05 よりも小さく、検定結果は有意です。つまり、原点を通らず，回帰係数は 1 よりも小さいと判断されます。
　なお、母切片をアルファで表し、有意水準（危険率）もアルファで示しています。両者は異なりますが、同じアルファをもちいていますので注意してください。
　以上、これまで進めてきた推論は妥当のように見えますが、実は基本的な間違いがあります。



𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
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単回帰分析における誤差の扱い
単回帰モデルでは y のみに誤差 ε を考慮

事例 3 には x, y の両方に同様の誤差がある
x：医師の従来法による血圧の測定値
y：自動血圧計による血圧の測定

yと同様の誤差が x にも含まれるので、
この事例に単回帰モデルをはてはめることは
妥当ではない

η

0
0

α 1

x

y

σ

α＋β x

β
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𝜂𝜂 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥

𝑦𝑦 = 𝜂𝜂 + 𝜀𝜀

𝑦𝑦 = 𝜂𝜂 + 𝜀𝜀 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝑥𝑥 + 𝜀𝜀

𝜀𝜀 ~ N 0,𝜎𝜎2

x1                x2                       x3  

（4.3.2）

yには
誤差 εがある

xの誤差を考慮しない

𝜂𝜂1

（4.3.3） 単回帰モデル
（§4.3）

yには
誤差 εがある

表示 4.3.2 回帰モデル（p.227）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§4.3 の表示4.3.2 と式(4.3.3) で説明したように、単回帰モデルは、縦軸方向の誤差、すなわち y のみにイプシロンという誤差が含まれるというモデルです。x の誤差を考慮していません。
　ところが、この事例 3 では x と y の両方が血圧の測定値で、x は医師による従来法の測定値、y は自動血圧計の測定値です。血圧を2 回測定すると、普通は異なる値が得られます。また、被験者の血圧は数分間の間に変化します。つまり、この場合は、x にも y と同様の誤差が含まれます。したがって、この事例に、この単回帰モデルをあてはめて解析することは妥当ではありません。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

事例 4（演習4.5.1）
Excel ファイル「基礎改4.xls」、名前ボックスで「表示4.5.3」を選択、セル「M1」に移動
50 人の血圧を、医師による従来法（x）と自動血圧計（y）で同時に測定するシミュレーション
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M N O P Q R S T U V W X Y Z AA AB

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4 表示4.5.3　散布図と回帰分析(1)
5
6 x (真値） x y 平均 差 d x const
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8 回帰係数 0.792 25.198 切片
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9 その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3 寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4 F 比 113 48 残差自由度
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9 回帰平方和 7653 3249 残差平方和
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7 t  値 -2.789 2.797
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4 p  値 0.008 0.007
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5

標準正規乱数

y = 0.7922x + 25.198
0
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200
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自

動
血

圧
計

従来法

データ
セル M1 : V56

散布図
回帰直線

LINEST 関数
の回帰分析

下部は省略
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、事例 3 を元にして、x と y に含まれる誤差の影響をシミュレーションで確認します。これは演習 4.5.1　です。このシミュレーションを事例 4 とします。
　Excel ファイルで、名前ボックスから「表示4.5.3」を選択して表示します（操作）。
　セル　M1 に移動します（操作）。
　オレンジ枠で示したように、セル M1:V56 にあるデータと計算式を使います。その右側に散布図があり、回帰直線を記入してあります。その右側に LINEST 関数による回帰分析の出力があります。
　この Excel シートで、50 人の血圧を、従来法（x）と自動血圧計（y）で同時に測定するというシミュレーションを行います。



M N O P Q R S T U V W X Y Z AA AB

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4 表示4.5.3　散布図と回帰分析(1)
5
6 x (真値） x y 平均 差 d x const
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8 回帰係数 0.792 25.198 切片
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9 その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3 寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4 F 比 113 48 残差自由度
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9 回帰平方和 7653 3249 残差平方和
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7 t  値 -2.789 2.797
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4 p  値 0.008 0.007
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5

標準正規乱数

y = 0.7922x + 25.198
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𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

標準正規乱数 → x(真値) → 𝜎𝜎𝑥𝑥 の測定誤差を付加 → x (医師の従来法 による測定値)
→ 𝜎𝜎𝑦𝑦 の測定誤差を付加 → y (自動血圧計による測定値)
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回帰分析で
y = xが
期待される

x(真値)= 120 + 15 ×標準正規乱数
（50 人の真の血圧とする）

50 人の真の血圧
N 120, 152 に従う乱数で設定

被験者番号

p.251

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ブルー枠で示した Q 列に、50 人の血圧の真の値である x(真値)があります。P 列は被験者番号で、1～50 です。
　この値は、平均 120、標準偏差 15 の正規分布に従う乱数で、左側の M 列の標準正規乱数と、R2:S2 の母平均と母標準偏差から算出しています。この値を、50人の真の血圧であると仮定します。



M N O P Q R S T U V W X Y Z AA AB

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4 表示4.5.3　散布図と回帰分析(1)
5
6 x (真値） x y 平均 差 d x const
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8 回帰係数 0.792 25.198 切片
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9 その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3 寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4 F 比 113 48 残差自由度
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9 回帰平方和 7653 3249 残差平方和
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7 t  値 -2.789 2.797
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4 p  値 0.008 0.007
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5

標準正規乱数

y = 0.7922x + 25.198
0

50

100

150

200

0 50 100 150 200
自

動
血

圧
計

従来法

𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

標準正規乱数 → x(真値) → 𝜎𝜎𝑥𝑥 の測定誤差を付加 → x (医師の従来法 による測定値)
→ 𝜎𝜎𝑦𝑦 の測定誤差を付加 → y (自動血圧計による測定値)
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回帰分析で
y = xが
期待される

血圧計による測定値
x(真値)＋ 𝜎𝜎𝑦𝑦 ×標準正規乱数

x と y に付加する測定誤差

従来法による測定値
x(真値)＋ 𝜎𝜎𝑥𝑥 ×標準正規乱数

被験者番号

p.251

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠で示した R 列の x は、「医師の従来法による測定値」とします。S 列の y は「自動血圧計による測定値」とします。
　黄色のセルで、x の測定誤差としてシグマ(x)=7.0、y の測定誤差としてシグマ(y)=5.0 を設定しています。
　x の列には、ブルー枠の x(真値) に、シグマ(x) と N 列の標準正規乱数の積を測定誤差として加えます。
　y の列には、ブルー枠の x(真値) に、シグマ(y) と M 列の標準正規乱数の積を測定誤差として加えます。
　すなわち、x と y の２変数は、同じ x(真値) を元にして、それぞれ異なる測定誤差を加えた値です。 この x と y に直線をあてはめます。得られる回帰式は y=x になることが期待されます。



M N O P Q R S T U V

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4
5
6 x (真値） x y 平均 差 d
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5
15 0.16 -0.62 2.03 9 122 118.0 132.5 125.2 -14.5 5.2

標準正規乱数

𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

50 人の被験者について、それぞれの血圧の真値「x(真値)」を設定
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50 人の x(真値)
平均,標準偏差を設定

標準正規乱数（分析ツール）
M列→ 50人の x(真値)
N列→ x の測定誤差
O列→ y の測定誤差

Q7：=$Q$1 + $Q$2 * M7
x(真値)：=120 ＋ 15 × 標準正規乱数

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　データ部分を拡大して計算式を示します。
　グリーン枠の M,N,O の３列には、Excel の分析ツールの乱数発生を利用して、標準正規乱数を入力してあります。
　M 列の乱数は Q 列の x(真値) に使い、50 人の x(真値) の値を設定します。
　N 列の乱数は R 列の x の測定誤差として使います。
　O 列の乱数は S 列の y の測定誤差として使います。
　ブルー枠の Q 列は、50人の x(真値)です。セル Q7 の計算式は、平均 120 に、M 列の標準正規乱数にシグマを掛けて 15 倍した測定誤差を加えます。この 120 と 15 は、ブルー枠の セル Q1 と Q2 で指定しています。Q7 の計算式に $ マークがついているで、下にオートフィルでコピーしたときに、セルの指定が変化しません。



M N O P Q R S T U V

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4
5
6 x (真値） x y 平均 差 d
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5
15 0.16 -0.62 2.03 9 122 118.0 132.5 125.2 -14.5 5.2

標準正規乱数

𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

２つ測定法による測定値（x, y）として、x(真値) にそれぞれ異なる測定誤差を付加、平均は同一
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x と y に異なる測定誤差を付加

=ROUND(    ,2)：小数点以下第３位を四捨五入

Q7：=$Q$1 + $Q$2 * M7
x(真値)：=120 ＋ 15 × 標準正規乱数

R7：=ROUND(  $Q7 + R$2 * N7,  2  )
x：平均(真値)+ 𝜎𝜎𝑥𝑥 × 標準正規乱数

S7：=ROUND(  $Q7 + S$2 * O7,  2  )  
y：平均(真値)+ 𝜎𝜎𝑦𝑦 × 標準正規乱数

50 人の x(真値)
平均,標準偏差を設定

標準正規乱数
M列→ 50人の x(真値)
N列→ x の測定誤差
O列→ y の測定誤差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　オレンジ枠の R 列は従来法による測定値 x です。セル R7 の計算式は、x(真値) を平均として、標準正規乱数にシグマ(x) を掛けて 7.0 倍した測定誤差を加えます。シグマはイエローのセル R2 で設定しています。乱数には N列 を使います。ROUND 関数は四捨五入する関数で、この場合は小数点以下第３位を四捨五入して、２位までの数値にしています。
　オレンジ枠の S 列は自動血圧計による測定値 y です。x と同様に、x(真値) を平均として、標準正規乱数にシグマ(y) を掛けて 5.0 倍した測定誤差を加えます。シグマはイエローのセル S2 で設定しています。乱数には O 列を使います。
　以上の設定で、 x、y は、同じ x(真値) に異なる測定誤差を加算した値になります。この測定誤差の大きさをイエローのセル R2 と S2 で指定しています。 x と y の平均値は同じなので、その回帰式は y=x になることが期待されます。



x const
回帰係数 0.792 25.198 切片

その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

F 比 113 48 残差自由度
回帰平方和 7653 3249 残差平方和

t  値 -2.789 2.797
p  値 0.008 0.007

y = 0.7922x + 25.198
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x const
回帰係数 0.881 14.441 切片

その標準誤差 0.067 8.105 その標準誤差
寄与率 0.783 7.026 残差標準偏差

F 比 173 48 残差自由度
回帰平方和 8533 2369 残差平方和

t  値 -1.776 1.782
p  値 0.082 0.081

y = 0.881x + 14.441
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𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
 x と y の標準偏差の影響

H0：β=1、H0：α=0 は棄却
当初の予想とは異なる結果
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σ x σ y
7.0 5.0

σ x σ y
5.0 5.0

𝛼𝛼=0.05
有意

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
から離れる
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

から乖離

R2, S2

表示 4.5.3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上段の表示 4.5.3 は、黄色いセル（R2, S2）で、シグマ(x)=7.0、シグマ(y)=5.0 に設定した状態です。
　オレンジ枠で示したように、回帰係数は 0.792 で 1 ではありません。切片は 25.198 で、0 ではありません。
　ブルー枠で示したように、帰無仮説ベータ=1、帰無仮説アルファ=0 の仮説検定では、いずれの p 値も 0.05 以下 なので、帰無仮説は棄却されます。すなわち、母回帰係数 は 1 と有意に異なり、母切片は 0 と有意に異なります。
　回帰直線は、赤の点線で示した y=x から乖離しています。
　当初の予想とは異なる結果になりました。
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回帰係数 0.792 25.198 切片

その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

F 比 113 48 残差自由度
回帰平方和 7653 3249 残差平方和
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F 比 173 48 残差自由度
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𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
 x と y の標準偏差の影響

H0：β=1、H0：α=0 は棄却
当初の予想とは異なる結果
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R2, S2
σ x σ y
7.0 5.0

σ x σ y
5.0 5.0H0：β=0 の検定（§3.2 p.137）
（ 回帰係数－0）／標準誤差 = (0.792－0) / 0.074

H0：β=1 の検定・・・今回の帰無仮説
（回帰係数－1）／標準誤差 = (0.792－1)/0.074

𝛼𝛼=0.05
有意

表示 4.5.3
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

から離れる
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

から乖離

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　すでに、帰無仮説 H(0)：ベータ=1 の t 値の求め方を説明しました。ここで、繰り返します。
　これまで、傾きがゼロの検定は H(0)：ベータ=0 でした。そのときは、(回帰係数／標準誤差) を計算して t 値を得ました。丁寧に記述すると、((回帰係数－0)／標準誤差) になります。今回は、回帰係数が１の検定、H(0)：ベータ=1 なので、((回帰係数－１)／標準誤差) を計算して t 値を得ています。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf


x const
回帰係数 0.792 25.198 切片

その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

F 比 113 48 残差自由度
回帰平方和 7653 3249 残差平方和

t  値 -2.789 2.797
p  値 0.008 0.007

y = 0.7922x + 25.198
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x const
回帰係数 0.881 14.441 切片

その標準誤差 0.067 8.105 その標準誤差
寄与率 0.783 7.026 残差標準偏差

F 比 173 48 残差自由度
回帰平方和 8533 2369 残差平方和

t  値 -1.776 1.782
p  値 0.082 0.081

y = 0.881x + 14.441

0
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200
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従来法

𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
 x と y の標準偏差の影響

H0：β=1、H0：α=0 は棄却
当初の予想とは異なる結果

x の測定誤差を小さくすると
回帰式は y=x に近づく
p 値が大きくなる
H0：β=1、H0：α=0 は棄却されない
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R2

表示 4.5.3

σ x σ y
7.0 5.0

σ x σ y
5.0 5.0

𝛼𝛼=0.05
有意

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
に接近

有意
ではない

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
から離れる
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

から乖離

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下段のグリーン枠で示したように、セル R2 のシグマ(x)を 7.0 から 5.0 に小さくます（操作）。
　上段の図は、x の標準誤差が 7.0 の場合、下段の図表は 5.0 の場合です。 
　x の標準誤差を 7.0 から 5.0 に小さくすると、回帰係数は 0.792 から 0.881 となり、切片は 25.198 から 14.441 になります。すなわち、図のように、回帰直線は y = x に接近します。p 値は 0.05 よりも大きくなり、帰無仮説ベータ=1 と帰無仮説アルファ=0 は棄却されません。




x const
回帰係数 0.700 36.409 切片

その標準誤差 0.072 8.666 その標準誤差
寄与率 0.665 8.421 残差標準偏差

F 比 95 48 残差自由度
回帰平方和 6767 3404 残差平方和

t  値 -4.186 4.201
p  値 0.000 0.000

y = 0.7x + 36.409
0

50

100

150

200

0 50 100 150 200

自
動

血
圧

計

従来法

𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
 x と y の標準偏差の影響

H0：β=1、H0：α=0 は棄却
当初の予想とは異なる結果

x の測定誤差を大きく、
y の測定誤差を小さくすると
回帰式は y=x からさらに乖離
p 値が小さくなる
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x const
回帰係数 0.792 25.198 切片

その標準誤差 0.074 9.009 その標準誤差
寄与率 0.702 8.227 残差標準偏差

F 比 113 48 残差自由度
回帰平方和 7653 3249 残差平方和

t  値 -2.789 2.797
p  値 0.008 0.007

y = 0.7922x + 25.198

0
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200
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表示 4.5.3

σ x σ y
7.0 5.0

σ x σ y
9.0 3.0R2, S2

𝛼𝛼=0.05
有意

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 から
さらに乖離

高度に
有意

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
から離れる
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

から乖離

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下段のグリーン枠で示したように、セル R2 と S2 で、シグマ(x)=9 とシグマ(y)=3 に設定します（操作）。
　t 値の絶対値は大きくなり，p 値は一層小さくなり、高度に有意になりまりす。標本回帰式は y=x からさらに乖離します。
　x と y の測定誤差を自由に変えて、その影響を確認します（操作）。



𝑥𝑥 に誤差を含む回帰分析
回帰分析に及ぼす 𝑥𝑥 と 𝑦𝑦の標準誤差の影響（シミュレーション）

x の測定誤差を 0 にすると
回帰式は y=x にほぼ一致

回帰式をあてはめるときは，
「x には誤差が含まれない」という前提が成立するかどうかを考える必要がある
横軸の値 x に誤差が含まれる場合、回帰係数（傾き）が小さくなる傾向がある → 別の解析方法
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x const
回帰係数 0.995 0.465 切片

その標準誤差 0.051 6.135 その標準誤差
寄与率 0.889 5.012 残差標準偏差

F 比 386 48 残差自由度
回帰平方和 9696 1206 残差平方和

t  値 -0.104 0.076
p  値 0.918 0.940

y = 0.9948x + 0.4653
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表示 4.5.3

σ x σ y
0.0 5.0

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 にほぼ一致

有意
ではない

R2, S2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、y の標準偏差を 5 に戻します（操作）。
　また、x の標準誤差を 0 に設定します（操作）。
　帰無仮説ベータ=1 の p 値は 0.918、帰無仮説アルファ=0 の p 値は 0.940 にまで増加しました。回帰直線は y=x とほぼ一致しました。
　この例が示すように，単回帰式をあてはめるときは，「x には誤差が含まれない」という前提が成立するかどうかを考える必要があります。
　ここまでの結果からわかるように、横軸の値 x に誤差が含まれる場合、回帰直線の傾きが小さくなる傾向があります。
　x　に誤差があっても、それが無視できるほど小さいのであれば、通常の回帰分析が行えますが、無視できない誤差が　x　にある場合は、別の解析方法を考える必要があります。



２つの分析法の一致性を評価する解析方法の１つ
Bland Altman 分析

横軸に平均値 ⁄𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 2、縦軸に差 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 を取って散布図（Bland Altman プロット）を描く
参照 §3.5「対応のある場合の平均値の差の t 検定」 p.154                                      

測定値の差の傾向やばらつきを確認し、２つの測定法がどの程度一致しているか解析
差が平均付近に集中しているか（ばらつきが一定か）？
差が ±1.96SD の範囲内に収まっている割合が高いか？
系統的バイアスがあるか？

測定のスケールが同じであること、測定値の分布が正規分布に従うと見なせることが条件

Bland Altman 分析
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　今回の事例のように、２つの分析方法を比較する場合は、§3.5「対応のある場合の平均値の差のt 検定」で説明した方法を使うことができます。横軸に平均値　(x+y)/2 を取り，縦軸に差　x−y を取って散布図を描きます。テキストにはありませんが、この方法は Bland　Altman 分析と呼ばれています。描く散布図を Bland Altman プロットといいます。
　測定値の差の傾向やばらつきを確認し、２つの測定法がどの程度一致しているか解析する方法で、差が平均付近に集中しているか、±1.96SD の範囲内に収まっている割合が高いか、系統的バイアスがあるかなどをグラフを基にして解析します。
　２つの測定値のスケールが同じであること、測定値の分布が正規分布に従うと見なせることなどが条件です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-5.pdf


M N O P Q R S T U V

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4
5
6 x (真値） x y 平均 差 d
7 -0.75 -1.56 -1.20 1 109 97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8
8 0.14 -1.11 -1.59 2 122 114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
9 0.68 -0.16 -1.29 3 130 129.0 123.7 126.4 5.3 6.3

10 -0.25 0.88 0.16 4 116 122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4
11 -1.75 0.84 -0.60 5 94 99.6 90.7 95.1 8.9 -24.9
12 -0.92 -0.69 1.46 6 106 101.3 113.5 107.4 -12.1 -12.7
13 -2.05 -0.18 -0.40 7 89 88.0 87.3 87.6 0.7 -32.4
14 -1.14 1.00 -2.34 8 103 109.9 91.2 100.5 18.7 -19.5
15 0.16 -0.62 2.03 9 122 118.0 132.5 125.2 -14.5 5.2

標準正規乱数

Bland Altman 分析
データ 

横軸に平均値 ⁄𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 2、縦軸に差 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 を取って散布図を描く
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𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖
2

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖

2
−
𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦

2

表示4.5.3 のデータ
（セル M1～）

総平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel にある表示 4.5.3 のデータがセル M1 以降にあるので、これを表示します（操作）。
　このデータの T 列、U 列、V 列に、Bland　Altman 分析 に使う変換値があります。
　T 列は平均 (x+y)/2、U 列は差 (x−y) です。 V 列は T 列の個々の平均値から総平均を引いた値です。　



x const
回帰係数 0.061 -7.600 切片

その標準誤差 0.086 10.360 その標準誤差
寄与率 0.010 8.822 残差標準偏差

F 比 0.507 48 残差自由度
回帰平方和 39.428 3736 残差平方和

t  値 0.712 -0.734
p  値 0.480 0.467-30

-20
-10

0
10
20
30

75 100 125 150 175

(x
 -

y)

(x+y)/2

Bland Altman プロット
散布図

横軸：平均 ⁄𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 2
縦軸：差 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 を取った散布図（§3.5 参照）
回帰直線の描画

Bland Altman 分析
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表示 4.5.4
散布図と回帰分析
（2）

差

平均

Bland Altman プロット

x y 平均 差 d
97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8

114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
129.0 123.7 126.4 5.3 6.3
122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4

･･･ ･･･ ･･･ ･･･ ･･･

回帰直線

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excelの表示4.5.4 に、散布図があります。横軸に平均、縦軸に差を取った Bland Altman プロットです。その右側に LINEST 関数の出力があります。
　この Bland Altman プロットの見方については、§3.5 で既に説明してあります。
　ここに回帰直線を追加します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-5.pdf


x const
回帰係数 0.061 -7.600 切片

その標準誤差 0.086 10.360 その標準誤差
寄与率 0.010 8.822 残差標準偏差

F 比 0.507 48 残差自由度
回帰平方和 39.428 3736 残差平方和

t  値 0.712 -0.734
p  値 0.480 0.467-30
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30

75 100 125 150 175

(x
 -

y)

(x+y)/2

Bland Altman プロットと母回帰係数の仮説検定
回帰直線の傾き：回帰直線が水平：2 つの測定値の間の差は一定

回帰直線が斜め：2 つの測定値の間の差が一定ではない、
回帰係数の検定（２変数の差が一定か否かの検定）

帰無仮説 H0：β=0 の p 値は0.480，水平ではないとはいえない（水平であると推測）
２つの測定法が一致しているか？ → x と y が等しいか？＝ x と y の差の平均が 0 か？

Bland Altman 分析
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差

平均

表示 4.5.4
散布図と回帰分析
（2）

H0：β=0

仮の例

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰式の回帰係数が 0、すなわち回帰直線が水平で、プロットした点が回帰直線の上下にランダムにバラついていれば、2 つの測定値の間には一定の差のあることが分かります。
　回帰直線が斜めになっていれば，2 つの測定値の間の差が一定ではないことを意味します。
　LINEST関数の出力では、オレンジ枠の回帰係数が 0.061 です。ブルー枠で示したように、帰無仮説ベータ=0 の p 値は 0.480 なので、水平であると判断されます。
　ただし、水平だからといって、２つの分析法の値が一致しているとはいえません。たとえば、グリーンの回帰直線の場合、ほぼ水平ですが、従来法の x よりも自動血圧計の y は常に一定量の差が生じることになります。
　そこで、次に知りたいのは、２つの分析法の値が等しいか否か、すなわち２つの分析法の差 (x-y) の平均がゼロであるか否かです。
　



x const
回帰係数 0.061 -7.600 切片

その標準誤差 0.086 10.360 その標準誤差
寄与率 0.010 8.822 残差標準偏差

F 比 0.507 48 残差自由度
回帰平方和 39.428 3736 残差平方和

t  値 0.712 -0.734
p  値 0.480 0.467-30

-20
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0
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20
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75 100 125 150 175

(x
 -

y)

(x+y)/2

切片からの解析
回帰直線の切片：切片が 0 であれば、２つの測定法の差が 0 であるといえるか

 →    x と y の差の平均が 0 か否かの検定にはならない
母切片の仮説検定

帰無仮説 H0：α=0 は、𝑥𝑥 = 0 のときの差（𝑥𝑥 − 𝑦𝑦）が 0 という検定
p 値 0.467 帰無仮説は棄却されない：

Bland Altman 分析
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横軸が 0 のとき
切片が 0 か否か

平均の差が 0 の
検定ではない

表示 4.5.4
散布図と回帰分析
（2）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　差 (x-y)　の平均がゼロであるか否か、これを検定する方法として、切片の検定が使えるでしょうか。
　切片は-7.600、帰無仮説アルファ=0 の p 値は 0.467 です。ただし、この仮説検定の帰無仮説は 横軸がゼロのときの差の検定であり、x と y の差の平均が 0 か否かの検定にはなりません。
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x y 平均 差 d
97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8

114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
129.0 123.7 126.4 5.3 6.3
122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4

･･･ ･･･ ･･･ ･･･ ･･･

Bland Altman 分析
差の平均値の仮説検定

２変数の差の平均の検定
横軸：平均から総平均 ⁄𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦 2 を引いた値（d）
縦軸：差 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦  
この散布図を画き、回帰分析切片が差の平均値に一致、
切片の検定（H0：切片=0）を行う

52

p.252

𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖
2 𝑑𝑑 =

𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖
2 −

𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦
2

𝑑𝑑 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖

2
−
𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦

2

平均

表示 4.5.4
散布図と回帰分析
（2）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、平均から総平均 (x-bar+y-bar)∕2 を引いた値 d を計算し、これを横軸に、 差(𝑥−𝑦)を縦軸に取って散布図を画き、これに回帰式をあてはめます。
　このように、切片の値は、x と y の差の平均と一致するので、切片の検定を２変数の差の平均の検定として使えます。



x y 平均 差 d
97.8 102.8 100.3 -4.9 -19.8

114.2 114.1 114.2 0.2 -5.9
129.0 123.7 126.4 5.3 6.3
122.3 117.0 119.7 5.3 -0.4

･･･ ･･･ ･･･ ･･･ ･･･

x const
回帰係数 0.061 -0.279 切片

その標準誤差 0.086 1.248 その標準誤差
寄与率 0.010 8.822 残差標準偏差

F 比 0.507 48 残差自由度
回帰平方和 39.428 3736 残差平方和

t  値 0.712 -0.224
p  値 0.480 0.824-30

-20
-10

0
10
20
30

-50 -25 0 25 50

(x
 -

y)

d

Bland Altman 分析
差の平均値の仮説検定

帰無仮説 H0： 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 0
対立仮説 H1： 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≠ 0

 p 値 0.824 帰無仮説は棄却されない
２つの測定値の平均値は等しいと判断される
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Excel ファイル
「表示4.5.4」の下

p.252

差 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦

切片の検定𝑑𝑑 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖

2 −
𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦

2

切片の検定

𝑑𝑑 =
𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖

2
−
𝑥̅𝑥 + �𝑦𝑦

2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　左の散布図と右の LINEST 関数の結果を得ます。
　この結果は、Excel ファイル「基礎改4.xls」の「表示4.5.4」の下にあります。
　この図で、切片の値は、x と y の差の平均と一致するので、切片の検定が x と y の差の平均が0か否かの検定になります。この事例では、切片は -0.279であり、帰無仮説：切片=0 の p値は 0.824、帰無仮説は棄却されません。この場合は、０であるといえます。



Bland Altman 分析
JMP［対応のあるペア］

Excel の x と y （R6:S56）を JMPにコピー／ペースト（列名含む）
JMP ［編集］＞［列名とともにコピー］

［分析］＞［対応のあるペア］（§3.5 参照）
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P Q R S T

1 μ 120 σ x σ y
2 σ 15 7.0 5.0
3

4
5
6 x (真値） x y 平均
7 1 109 97.8 102.8 100.3
8 2 122 114.2 114.1 114.2
9 3 130 129.0 123.7 126.4

10 4 116 122.3 117.0 119.7
11 5 94 99.6 90.7 95.1
12 6 106 101.3 113.5 107.4
13 7 89 88.0 87.3 87.6

データ
セル R6 : S56

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Bland Altman プロットを JMP で描きます。
　Excel にある x と y の部分は、オレンジ枠の R6:S56 の部分です。これを範囲指定して、JMP にコピー／ペーストします（操作）。
　JMPでは、［列名とともに貼り付け］を使います。
　貼り付けたデータで、［分析］＞［対応のあるペア］を指定します（操作）。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-5.pdf


Bland Altman 分析
JMP［対応のあるペア］

JMP ［分析］＞［対応のあるペア］（§3.5 参照）
ダイアログボックスで、２列を設定
（差を 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦にするために、y を上、x を下に設定）
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𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 にするために
𝑦𝑦, 𝑥𝑥 の順に設定

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ダイアログボックスで、 ２列を選択します。差を (x-y) にするために、y を上、x を下に設定します（操作）。
　［OK］をクリックして実行しています（操作）。
　Bland Altman プロットが得られます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-5.pdf


Bland Altman 分析
 Bland Altman プロット

新しい JMP には、Bland Altman 分析 に関わる様々なメニューがある
２つの測定法を比較する分析手法として適している
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表示 4.5.4 散布図回帰分析（2）

𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 の差の平均と
95% 信頼区間

p.252

 
 -30
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0
10
20
30

75 100 125 150 175
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(x+y)/2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP で　Bland Altman プロットが得られます。表示 4.5.4 と同じグラフです。赤い横線は差の平均、点線は差の平均の 95% 信頼区間です。
　新しい JMP には、Bland Altman 分析 に関わる様々なメニューがあるようです。
　この Bland Altman 分析は、２つの解析法の比較には適した分析方法です。
　詳細は省略します。



（4）変数の選び方

回帰分析に用いる説明変数の選び方
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p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　最後に、回帰分析に用いる説明変数の選び方を取り上げます。



変数の選び方

事例 5
40 名の健康診断の検査について、検査項目の間の相関係数行列を得た（p.218）
血糖値が高くならないように、血圧のコントロールの重要性が認識されてきた
血糖と血圧(上) には弱い相関があり、血糖と血圧(下) はほぼ無相関、
血圧(上) のみが血糖のコントロールに重要か？
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表示4.2.13 分析ツールによる相関係数行列（p.218）  
年齢 身長 体重 血圧(上) 血圧(下) TC HDL 中性脂肪 TN 血糖

年齢 1
身長 -0.246 1
体重 -0.354 0.415 1
血圧(上) 0.103 0.118 0.279 1
血圧(下) 0.070 0.041 0.147 0.765 1
TC -0.159 -0.006 0.157 0.400 0.432 1
HDL 0.025 0.276 -0.154 -0.058 -0.202 -0.259 1
中性脂肪 -0.162 -0.155 0.132 0.440 0.424 0.515 -0.399 1
TN -0.049 0.074 0.267 0.069 -0.063 0.306 -0.150 0.062 1
血糖 -0.135 -0.135 0.397 0.361 0.058 0.235 -0.088 0.357 0.374 1

p.252

血圧（上）：収縮期の血圧
血圧（下）：拡張期の血圧

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここでは、２つの事例で説明します。まず、事例 5 です。
　表示4.2.13（p.218）は、40 名の検査項目の間の相関係数行列です。
　健康管理に対する関心が高まった現在，血糖値が高くならないようにするために，血圧のコントロールの重要性が認識されています。上の血圧である「収縮期」の血圧と、下の血圧である「拡張期」の血圧の２種類があります。そこで，この2種類の血圧と血糖の相関係数を確認します。
　ブルー枠で示したように、血圧(上) と血糖との相関係数は 0.361 で弱い相関があり、相関係数は有意です。一方、血圧(下) と血糖との相関係数は 0.058 とほとんど無相関です。このことから，血圧(上) だけが重要で、注意を払えばいいと考えてよいでしょうか。



変数の選び方
事例 5

（1）血圧の上のみ 血糖＝59.59＋0.24×血圧(上) s.d.＝9.00 t＝2.385 p＝0.02
  

（2）血圧の上下の差 血糖＝66.47＋0.50×血圧(差) s.d.＝8.40 t＝3.489 p＝0.001
 

（3）血圧の上下、両方 血糖＝63.16＋0.50×血圧(上)－0.45×血圧(下) s.d.＝8.50
（重回帰式） t＝-2.373  p＝0.023、t＝3.442 p＝0.001
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（1） （2） （3）表示 4.5.5 
血糖と血圧の関係

血圧(上) 血圧(差) 血圧(下) 血圧(上)
0.24 59.59 0.50 66.47 -0.45 0.50 63.16
0.10 12.02 0.14 6.33 0.19 0.14 11.45
0.13 9.00 0.24 8.40 0.25 8.50 #N/A
5.69 38 12.18 38 6.01 37 #N/A
461 3080 859 2682 868 2673 #N/A

t 2.385 t 3.489 t -2.373 3.442
p 0.022 p 0.001 p 0.023 0.001

自由度
40 - 3 = 37

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、散布図などのグラフ化が重要ですが、便宜的にそれを省略して、回帰分析の結果のみで説明を進めます。　ここでは、説明変数の選び方を変えた３つの回帰分析 (1)(2)(3) を考えます。
　(1) 血糖と弱い相関関係のあった血圧（上）に血糖を回帰させた場合です。LINEST関数での解析結果から、回帰係数の p 値は 0.02 で有意です。
　(2) 2 つの血圧の差が大事であるとも言われますので、上下の血圧の差に血糖を回帰させた場合です。LINEST関数での解析結果から、回帰係数の p値 は 0.001 で、高度に有意です。
　(3)  血圧の上と下の２つの説明変数を使った場合です。LINEST関数の結果から、説明変数を2つ使った回帰分析を行いました。これを重回帰分析といいます。この回帰式を重回帰式といいます。２つの説明変数の p 値は 0.05 以下で両者とも有意です。
　ここで、(1)(2)の回帰式の自由度は 38、(3)重回帰式の自由度は 40 - 3 = 37で、一つ小さくなっています。



変数の選び方
事例 5

（1）血圧の上のみ 血糖＝59.59＋0.24×血圧(上) s.d.＝9.00 t＝2.385 p＝0.02
  

（2）血圧の上下の差 血糖＝66.47＋0.50×血圧(差) s.d.＝8.40 t＝3.489 p＝0.001
 

（3）血圧の上下、両方 血糖＝63.16＋0.50×血圧(上)－0.45×血圧(下) s.d.＝8.50
（重回帰式） t＝-2.373  p＝0.023、t＝3.442 p＝0.001

（1）と（2）の比較：残差の標準偏差が 9.00 から 8.40 に減少、t 値が大きくなり p 値が減少
得られた変数をそのまま使うのではく、２変量の差や比を考えることも重要

→ 解析者の固有技術で判断

（2）と（3）の比較：残差の標準偏差が、8.40か ら 8.50 に増加（自由度が38から37に減少）
重回帰式の血圧(上)と血圧(下)の回帰係数は、絶対値がほぼ同じで、符号が逆
２つの血圧の差を健康の指標とするという通俗的な指標の妥当性が検証された
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p.253

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　（1）と（2）を比較します。（2）で血圧の差を取ると、残差の標準偏差が （1）の 9.00 から 8.40 に減少し、t 値が大きくなり p値が減少しました。5% 有意から 1% 有意になったわけです。このように、得られた変数をそのまま使うのではなく、２変量の差や比を取って回帰式を作ると、よりよい回帰式が得られる場合が少なくありません。それには、解析者の固有技術で判断することになります。�　（2）と（3）を比較します。（3）の重回帰式の標準偏差は 8.50で、（2）の 8.40 よりも大きくなりました。これは，重回帰式の自由度が 37 となり，単回帰式の自由度 38 よりも小さくなったためです。2 つの血圧の係数は符号が逆で，絶対値はほぼ同じ値でした。　これらのことから、2 つの血圧の差を健康の指標とするという通俗的な指標の妥当性が検証されました。




年齢 身長 体重 血圧(上) 血圧(下) TC HDL 中性脂肪 TN 血糖
年齢 1
身長 -0.246 1
体重 -0.354 0.415 1
血圧(上) 0.103 0.118 0.279 1
血圧(下) 0.070 0.041 0.147 0.765 1
TC -0.159 -0.006 0.157 0.400 0.432 1
HDL 0.025 0.276 -0.154 -0.058 -0.202 -0.259 1
中性脂肪 -0.162 -0.155 0.132 0.440 0.424 0.515 -0.399 1
TN -0.049 0.074 0.267 0.069 -0.063 0.306 -0.150 0.062 1
血糖 -0.135 -0.135 0.397 0.361 0.058 0.235 -0.088 0.357 0.374 1

変数の選び方

事例 6
40 名の健康診断の検査について、検査項目の間の相関係数行列を得た（p.218）
血糖（y）を、身長と体重から計算される BMI（x）から推定した（§4.3(1)  p.225）
血糖（y）を、身長（x1）と体重（x2）から直接的に推定する（重回帰式を求める）
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表示4.2.13 分析ツールによる相関係数行列（p.218）  

p.253

BMI （Body Mass Index）
体重(kg)÷身長(m)2

標準 : 22、肥満 : 25以上

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、事例 6 です。
　事例 5 と同じように、表示4.2.13（p.218）の相関係数行列です。40名の検査項目の間の相関係数です。
　ブルー枠で示したように、血糖と身長、血糖と体重の相関関係は高くはありません。そこで、§4.3(1) では、体重と身長から計算される BMI に血糖を回帰させました。
　ここでは，身長 x(1) と体重 x(2) の２つの説明変数を用い、これから直接的に血糖 y を推定することを試みます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


変数の選び方

事例 6
重回帰分析
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表示4.5.6
 血糖と
体重・身長
の関係

（n=40）

𝑌𝑌 = 3.801 − 1.270𝑋𝑋1  + 0.532𝑋𝑋2
log10 𝑦𝑦 = 3.801 − 1.270 log10 𝑥𝑥1 + 0.532 log10 𝑥𝑥2 
𝑦𝑦 = 103.801𝑥𝑥1−1.270𝑥𝑥20.532

log(体重) log(身長) const
x1 x2 y X1 X2 Y 係数 0.532 -1.270 3.801

No. 身長 体重 BMI 血糖 身長 体重 血糖 se(係数) 0.143 0.517 1.061
1 169 75 26.3 95 2.228 1.875 1.978 r^2 0.285 0.039 #N/A sd
2 164 75 27.9 88 2.215 1.875 1.944 F 7.385 37 #N/A fe
3 161 68 26.2 117 2.207 1.833 2.068 SR 0.022 0.055 #N/A Se
4 169 73 25.6 83 2.228 1.863 1.919
5 177 63 20.1 89 2.248 1.799 1.949 BMI const
6 166 57 20.7 94 2.220 1.756 1.973 係数 2.161 38.002
7 170 65 22.5 83 2.230 1.813 1.919 se(係数) 0.564 13.143
8 163 60 22.6 80 2.212 1.778 1.903 r^2 0.278 8.200 sd
9 157 62 25.2 93 2.196 1.792 1.968 F 14.658 38 fe

10 166 67 24.3 103 2.220 1.826 2.013 SR 985.616 2555.159 Se

𝑋𝑋1 = log10 𝑥𝑥1
𝑋𝑋2 = log10 𝑥𝑥2
𝑌𝑌 = log10 𝑦𝑦

p.253

重回帰分析

単回帰分析

下部は省略

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.5.6 で、身長 x(1)，体重 x(2)，血糖 y を常用対数変換し、この値を大文字を使って X(1),X(2), Y とします。サンプルは 40 人ですが、この表はその一部です。右は、これを LINEST 関数で解析した結果です。
　得られた回帰式は １段目の式です。これを対数に戻すと ２段目の式になります。さらに元の数値 に戻すと３段目の式が得られます。
　一方、BMI を使った単回帰分析の場合、右下の LINEST 関数の結果から、回帰係数が 2.161、切片が 38.002 でした。




事例 6
重回帰分析：血糖（y）を身長（x1）と体重（x2）に回帰

係数の比

この比は、肥満度の指標として BMI = ⁄𝑥𝑥2 𝑥𝑥12 = 𝑥𝑥1−2𝑥𝑥21 が用いられている妥当性を示唆

単回帰式：血糖（y）を BMI（ ⁄𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 𝑥𝑥12）に回帰

   63

𝑌𝑌 = 3.801 − 1.270𝑋𝑋1  + 0.532𝑋𝑋2
log10 𝑦𝑦 = 3.801 − 1.270 log10 𝑥𝑥1 + 0.532 log10 𝑥𝑥2 
𝑦𝑦 = 103.801𝑥𝑥1−1.270𝑥𝑥20.532

𝑏𝑏1 ∶ 𝑏𝑏2 = −1.270 ∶ 0.532 ≈ −2 ∶ 1

𝑦𝑦 = 38.0 + 2.16𝑥𝑥 = 38.0 + 2.16 ⁄𝑥𝑥2 𝑥𝑥12 = 38.0 + 2.16𝑥𝑥1−2𝑥𝑥21

𝑋𝑋1= log10 𝑥𝑥1
 𝑋𝑋2= log10 𝑥𝑥2
  𝑌𝑌 = log10 𝑦𝑦

p.253変数の選び方

（表示4.3.1）

BMI 
体重(x2)／身長(x1)2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　重回帰分析では、血糖 y を身長 x(1) と体重 x(2) の 2 変数に回帰しました。この重回帰式で、係数の比 b(1)∶b(2) はほぼ −2∶1 でした。
　単回帰分析では、血糖 y を BMI x に回帰しました。この BMI は身長 x(2) の (-2)乗 と 体重 x(2) の比です。この係数の比は -2:1 です。
　重回帰分析での係数の比が －２:1 に近くなったことは、単回帰分析で BMI を説明変数に用いた妥当性を示唆しています。



変数の選び方

変数の取り方
(1) １変量で説明する・・・・・・・    

(2) ２変量からなる指数を用いる・・
（血糖をBMIで回帰）

(3) ２変量の差（比）を用いる・・・
（血糖を血圧の上下の差で回帰）

(4) ２変量を同時に用いる・・・・・
 （血糖を身長と体重で回帰、血糖を血圧の上と下で回帰、重回帰式）
(5) ２次式を用いる・・・・・・・・

（第２部 §2.2で取り上げる）
(6) １変量で説明する・・・・・・・

（原点を通る回帰直線）・・・この後で説明（§4.6(4) ）
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𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⁄𝑥𝑥1 𝑥𝑥22

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1  𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⁄𝑥𝑥2 𝑥𝑥1

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑏𝑏

p.254

どのような説明変数を使うかは、
解析者の固有技術で判断

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上のことをまとめます。
　(1) これまで、１変量で説明する単回帰モデルを用いて、y=a+bx を推定する方法について説明してきました。
　(2) また、前の節では、２変量からなる指数として BMI に血糖を回帰させる回帰分析を行いました。
　(3) 今回の節では、２変量として、血圧の上下を取り上げ、その差でyを説明しました。また、別のケースでは比を取る場合も考えられます。
　(4) また、血圧の上下、身長と体重という２変量を同時に使って y を説明する重回帰式について、簡単に紹介しました。
　(5) このほかに、x と x^2 を使って解析することもあります。これについては、第２部の§2.2 で取り上げます。
  (6) 単回帰分析の一つとして、「原点を通る回帰直線」があります。これについては、この後で説明します。
　このようにさまざまな説明変数の取り方がありますが、どのような説明変数を使うかは、解析者の固有技術で判断することになります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-2.pdf


補足：原点を通る回帰式

4.6 補遺（4）
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p.258

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、補遺の（4）原点を通る回帰式について、付け加えます。



原点を通る回帰式
平方和、積和の用語

偏差平方和（平方和）

偏差積和

２乗和

積和

66

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖2

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑦𝑦𝑖𝑖2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この項の中で使う用語を整理しておきます。
　偏差は、各データとその平均との差です。
　偏差平方和は、偏差を2乗してすべて足し合わせたものです。一般に、平方和といえば、偏差平方和を指します。
　偏差積和は、x と y の偏差の積をすべて足し合わせたものです。
　２乗和は、各データの２乗値をすべて足し合わせたものです。
　積和は、x と y の積をすべて足し合わせたものです。
　この後の説明で、これらの用語を使います。



原点を通る回帰式
事例 7

原点を通る単回帰分析
薬剤が無投与のときの薬効が 0 である場合、回帰直線が原点を通るモデルのあてはめを考える

回帰モデル（母回帰式）

推定式（標本回帰式）

単回帰分析
Excelによる回帰分析（散布図、LINEST関数）
JMP ［二変量の関係］による回帰分析

回帰係数、寄与率（決定係数）の計算方法と問題点
67

表示 4.6.1  原点を通る回帰式（一部、改変）

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖

�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖

（4.6.17）

（𝑥𝑥 = 0,𝑦𝑦 = 0）

x y
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2 5
3 6
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説明のための
簡単な事例 7

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　薬剤を投与しないときの薬効が 0 の場合、つまり、（投与量 x = 0、薬効 y = 0）であることが明らかな場合、回帰直線が原点を通るモデルのあてはめを考えることがあります。
　モデル式は式(4.6.17) です。モデルの推定式は y(i)-hat=bx(i) です。
　ここでは、表示4.6.1 のごく簡単な事例を取り上げます。事例 7 とします。この事例で、Excel の散布図とLINEST関数、そしてJMPの［二変量の関係］を使って、原点を通る回帰式を求め、その問題点について説明します。



原点を通る回帰式
Excel の散布図

散布図の作成（§4.1）
図中のマークを右クリック
［近似曲線の追加］

＞［近似曲線の書式設定］

68

p.258

原点を通る

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§4.1で説明したように、Excel で散布図を描きます（操作）。
　散布図の中にプロットされたマークを右クリックして［近似曲線の追加］＞［近似曲線の書式設定］で、［線形近似］を選択します（操作）。
　オレンジ枠で示したように、切片にチェックマークを入れて、数値をゼロに設定し、原点を通る制約を付けます（操作）。
　そのほか、数式とR-2乗値を表示させるように、チェックマークを入れます（操作）。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-1.pdf


原点を通る回帰式
Excel の散布図と LINEST 関数の結果
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�𝑦𝑦 = 2.0769𝑥𝑥

y = 2.0769x
R² = 0.932
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表示 4.6.1  
原点を通る回帰式（一部、改変）

p.258

スピルによる LINEST 関数の実行（§4.3,ブログ 参照）

x const
回帰係数 2.07692 0 切片

その標準誤差 0.12297 #N/A
寄与率 0.98959 0.76795 標準偏差

F 比 285.261 3 残差自由度
回帰平方和 168.231 1.76923 残差平方和

切片を 0 に指定

結果を出力する
スペースを確保

x 列y 列

原点を通る

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　 左の表示4.6.1 の散布図が得られます。ブルー枠で示した回帰式は y=2.0769x、オレンジ枠で示した寄与率は 0.932 です。
　一方、　右側の LINEST 関数を使った回帰分析を行います。
　ここでは、LINEST 関数の実行に、スピル機能を利用しています。この他に、古いタイプの実行方法をして、静的配列を使う方法があります。詳細は、§4.3、あるいはブログを参照してください。
　下に示した出力結果が得られるので、この結果を出力するためのスペースを確保して、その左上のセルに、「=LINEST(y 列、x 列、FALSE,TRUE)」と入力して実行します（操作）。
　FALSE を指定した部分は、これまでは TRUE と入力すべきところ、省略してカンマ２つ「, ,」を入力してきました。デフォルトは TRUE であり、省略可であるためです。ここに FALSE を指定すると、切片=ゼロという制約が加わります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
https://mkkmkk.com/2024/02/04/excel-spill/


原点を通る回帰式
Excel の散布図と LINEST 関数の結果
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�𝑦𝑦 = 2.0769𝑥𝑥

y = 2.0769x
R² = 0.932

0

2

4

6

8

10

12

0 2 4 6

y

x

表示 4.6.1  
原点を通る回帰式（一部、改変）

p.258

散布図の寄与率と
LINEST 関数の寄与率
が異なる
（定義が異なるため）

スピルによる LINEST 関数の実行（§4.3,ブログ 参照）

x const
回帰係数 2.07692 0 切片

その標準誤差 0.12297 #N/A
寄与率 0.98959 0.76795 標準偏差

F 比 285.261 3 残差自由度
回帰平方和 168.231 1.76923 残差平方和

切片を 0 に指定

結果を出力する
スペースを確保

x 列y 列

原点を通る

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　LINEST関数の結果から、ブルー枠で示した y=2.0769x の回帰式が得られます。散布図に表示された回帰式と一致します。
　ところが、オレンジ枠で示した寄与率は 0.9896 で、散布図に表示された寄与率 0.932と異なります。
 寄与率がなぜ異なるのか、その計算方法の違いと問題点を説明します。　　　　　　　　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf
https://mkkmkk.com/2024/02/04/excel-spill/


No. x y yhat e No. x y yhat e No. x y yhat e
1 1 3 3.00 0.00 1 1 3 2.08 0.92 1 1 3 2.08 0.92
2 2 5 4.71 0.29 2 2 5 4.15 0.85 2 2 5 4.15 0.85
4 3 6 6.43 -0.43 3 3 6 6.23 -0.23 3 3 6 6.23 -0.23
5 5 10 9.86 0.14 4 5 10 10.38 -0.38 4 5 10 10.38 -0.38

平均 2.75 6.00 平均 6.00 平均
２乗和 ２乗和 39.00 ２乗和 39.00 170.00 168.23 1.77
積和 積和 積和

平方和 8.75 26.00 25.71 0.29 平方和 26.00 37.74 1.77 平方和
積和 積和 積和

a 1.29
b 1.71 b 2.08 b 2.08

R ^2 0.989 R^ 2 0.932 R^ 2 0.990

81.00 81.00

15.00

原点を通る回帰式
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(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST 関数の R^2）

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 170 = 0.990

𝑏𝑏 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
15.0
8.75

= 1.71

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄0.29 26 = 0.989

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 26 = 0.932

（§4.3）

�𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 �𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑏𝑏

�𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑏𝑏
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰係数と寄与率（決定係数　R^2） の計算方法を、分割してまとめます。
　(a) は原点を通るという制約がない通常の回帰分析の場合です。 (b) は原点を通るという制約がある回帰分析で、散布図の寄与率を計算しています。(c) は原点を通るという制約がある回帰分析で、LINEST関数の寄与率を計算しています。
　(a)(b)(c) いずれも、x  列と y 列は同じ観測値です。その右側の列には  y の推定値 yhat の列と残差 e の列があります。yhat の計算に使う回帰係数と切片をブルー枠で示してあります。(a) は　y-hat=1.29+1.71x、(b) と (c) は y-hat=0.208x です。 



No. x y yhat e No. x y yhat e No. x y yhat e
1 1 3 3.00 0.00 1 1 3 2.08 0.92 1 1 3 2.08 0.92
2 2 5 4.71 0.29 2 2 5 4.15 0.85 2 2 5 4.15 0.85
4 3 6 6.43 -0.43 3 3 6 6.23 -0.23 3 3 6 6.23 -0.23
5 5 10 9.86 0.14 4 5 10 10.38 -0.38 4 5 10 10.38 -0.38

平均 2.75 6.00 平均 6.00 平均
２乗和 ２乗和 39.00 ２乗和 39.00 170.00 168.23 1.77
積和 積和 積和

平方和 8.75 26.00 25.71 0.29 平方和 26.00 37.74 1.77 平方和
積和 積和 積和

a 1.29
b 1.71 b 2.08 b 2.08

R ^2 0.989 R^ 2 0.932 R^ 2 0.990

81.00 81.00

15.00

原点を通る回帰式

72

(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 170 = 0.990

𝑏𝑏 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
15.0
8.75

= 1.71

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄0.29 26 = 0.989

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 26 = 0.932

（§4.3）
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平均を引く

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
26.00 = 25.71 + 0.29

𝑅𝑅2 は 𝑆𝑆𝑇𝑇 に占める 𝑆𝑆𝑅𝑅 の割合

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　 (a) は、原点を通るという制約がない場合です。
　ブルー枠で示したように、回帰係数 b を x と y の偏差積和 15.00 と x の偏差平方和 8.75 から得ます。
　オレンジ枠で示したように、総平方和 S(T) 26.00 は、回帰平方和 S(R) 25.714 と残差平方和 S(e) 0.29 の和です。
　寄与率 R^2 は、残差平方和 0.29 を 総平方和 26.00 で割り、これを１から引いて 0.989 を得ます。



No. x y yhat e No. x y yhat e No. x y yhat e
1 1 3 3.00 0.00 1 1 3 2.08 0.92 1 1 3 2.08 0.92
2 2 5 4.71 0.29 2 2 5 4.15 0.85 2 2 5 4.15 0.85
4 3 6 6.43 -0.43 3 3 6 6.23 -0.23 3 3 6 6.23 -0.23
5 5 10 9.86 0.14 4 5 10 10.38 -0.38 4 5 10 10.38 -0.38

平均 2.75 6.00 平均 6.00 平均
２乗和 ２乗和 39.00 ２乗和 39.00 170.00 168.23 1.77
積和 積和 積和

平方和 8.75 26.00 25.71 0.29 平方和 26.00 37.74 1.77 平方和
積和 積和 積和

a 1.29
b 1.71 b 2.08 b 2.08

R ^2 0.989 R^ 2 0.932 R^ 2 0.990

81.00 81.00

15.00

原点を通る回帰式
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(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 170 = 0.990

𝑏𝑏 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
15.0
8.75

= 1.71

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄0.29 26 = 0.989

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 26 = 0.932

（§4.3）
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平均を引かない

平和和の分解
𝑆𝑆𝑇𝑇 ≠ 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
26.00 ≠ 37.74 + 1.77

𝑅𝑅2は 𝑆𝑆𝑇𝑇 に占める 𝑆𝑆𝑅𝑅 の割合ではない

𝑆𝑆𝑇𝑇

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(b) の原点を通るという制約がある場合です。
　ブルー枠で示したように、回帰係数 b を x と y の積和 81.00　と x の２乗和 39.00 から得ます。
　オレンジ枠で示したように、寄与率は残差平方和 1.77 を 総平方和 26.00 で割り、これを１から引いて 0.932 を得ます。これは、Excel の散布図に表示された寄与率に一致します。
　ところが、オレンジ枠で囲ったように、総平方和 26.00 は、回帰平方和 37.74 と残差平方和 1.77 の和になりません。したがって、寄与率は、総平方和に占める回帰平方和の正確な割合ではありません。



No. x y yhat e No. x y yhat e No. x y yhat e
1 1 3 3.00 0.00 1 1 3 2.08 0.92 1 1 3 2.08 0.92
2 2 5 4.71 0.29 2 2 5 4.15 0.85 2 2 5 4.15 0.85
4 3 6 6.43 -0.43 3 3 6 6.23 -0.23 3 3 6 6.23 -0.23
5 5 10 9.86 0.14 4 5 10 10.38 -0.38 4 5 10 10.38 -0.38
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平方和 8.75 26.00 25.71 0.29 平方和 26.00 37.74 1.77 平方和
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a 1.29
b 1.71 b 2.08 b 2.08

R ^2 0.989 R^ 2 0.932 R^ 2 0.990

81.00 81.00

15.00

原点を通る回帰式
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(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 170 = 0.990

𝑏𝑏 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
15.0
8.75

= 1.71

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄0.29 26 = 0.989

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
81.0
39.0

= 2.08

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄1.77 26 = 0.932

２乗和の分解
𝑆𝑆𝑇𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒

170.00= 168.23 + 1.77
𝑅𝑅2 は 𝑆𝑆𝑇𝑇 に占める 𝑆𝑆𝑅𝑅 の割合

（§4.3）

𝑆𝑆𝑇𝑇

p.259

平均を引かない

平和和の分解
𝑆𝑆𝑇𝑇 ≠ 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
26.00 ≠ 37.74 + 1.77

𝑅𝑅2は 𝑆𝑆𝑇𝑇 に占める 𝑆𝑆𝑅𝑅 の割合ではない

𝑆𝑆𝑇𝑇

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(c)も原点を通るという制約がある場合です。
　ブルー枠で示したように、回帰係数 b は (b) と同様に算出します。
　オレンジ枠で示したように、寄与率は残差 e の２乗和 1.77 を y の２乗和 170 で割り、これを１から引いて 0.990 を得ます。これは、Excel の LINEST 関数で表示された寄与率に一致します。
　ここで、(b) と (c) の大きく異なるところは、(b) では平方和、(c) では２乗和を使っていることです。
　(b) では平方和を使うため、正確な平方和の分解ができませんでした。一方、２乗和を使うと、正確な２乗和の分解ができます。



原点を通る回帰式
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(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

重心 𝑥̅𝑥, �𝑦𝑦 を通る
𝑦𝑦 = �𝑦𝑦 を基準

重心 𝑥̅𝑥, �𝑦𝑦 を通らない
𝑦𝑦 = �𝑦𝑦 を基準

原点を通る 𝑆𝑆𝑇𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 0.990・・・正しい

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 0.989・・・正しい

𝑆𝑆𝑇𝑇 ≠ 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒
𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 0.932・・・曖昧

p.259

原点を通る
𝑦𝑦 =0 を基準

観測値－基準 観測値－基準 観測値－基準

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上の(a)(b)(c) をグラフで示します。
　(a) の場合、回帰直線は重心、すなわち(x-bar, y-bar)を通ります。観測値と基準との距離を青い線で結んであります。(a) の基準は y-bar です。この距離を２乗した和が総平方和になります。S(T)=S(R)+S(e) の関係があるので、R^2 は正しい割合です。
　(b)の場合、原点を通るという制約があるために、回帰直線は重心を通りません。しかし、基準は y-bar です。このため、y-bar を基準として総平方和 S(T) を求めても、S(T)=S(R)+S(e) の関係が成り立ちません。R^2 の割合の意味は曖昧です。
　(c) の場合、回帰直線は必ず原点を通ります。この原点を基準とします。２乗和は y=0 を基準とした平方和と見なせます。このため、S(T)=S(R)+S(e) の関係が成り立ちます。R^2 は正しい割合です。
 (b)が Excel の散布図の寄与率、(c)が LINEST 関数の寄与率です。Excel は、それぞれ異なった考え方に基づいた寄与率を出力します。



原点を通る回帰式
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No. x y yhat e No. x y yhat e No. x y yhat e
1 1 6 4.80 1.20 1 1 6 2.15 3.85 1 1 6 2.15 3.85
2 2 5 5.91 -0.91 2 2 5 4.31 0.69 2 2 5 4.31 0.69
4 3 6 7.03 -1.03 3 3 6 6.46 -0.46 3 3 6 6.46 -0.46
5 5 10 9.26 0.74 4 5 10 10.77 -0.77 4 5 10 10.77 -0.77

平均 2.75 6.75 平均 6.75 平均
２乗和 ２乗和 39.00 ２乗和 39.00 197.00 180.92 16.08
積和 積和 積和

平方和 8.75 14.75 10.86 3.89 平方和 14.75 40.59 16.08 平方和
積和 積和 積和

a 3.69
b 1.11 b 2.15 b 2.15

R ^2 0.737 R^ 2 -0.090 R^ 2 0.918

84.00 84.00

9.75

(a) 原点を通るという制約がない (b) 原点を通る（散布図のR^2） (c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
84.0
39.0

= 2.15

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄16.08 197 = 0.918

𝑏𝑏 =
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦

∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2 =
9.75
8.75

= 1.11

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄3.89 14.75 = 0.737

𝑏𝑏 =
∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖2

=
84.0
39.0

= 2.15

𝑅𝑅2 = 1 − ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝑆𝑆𝑇𝑇
 = 1 − ⁄16.08 14.75 = −0.090

𝑆𝑆𝑇𝑇 ≠ 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒

3 → 6

p.259

負の 𝑅𝑅2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきた事例で、オレンジの矢印で示したように、y(1) の観測値を３から６に変更します。
　(a)(c)の寄与率は正ですが、(b)の場合は－0.090と、負になります。これは、先ほど示した (b) の定義に基づいて計算された寄与率です。
　この事例で、Excel の出力を確認します。



原点を通る回帰式
Excel の寄与率の表示

LINEST 関数の結果 散布図の表示
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x y
1 6
2 5
3 6
5 10

x const
回帰係数 2.1538 0 切片

その標準誤差 0.3707 #N/A その標準誤差
寄与率 0.9184 2.3149 残差標準偏差

F 比 33.761 3 残差自由度
回帰平方和 180.92 16.077 残差平方和

y = 2.1538x
R² = -0.09

0

2

4

6

8

10

12

0 2 4 6

y

x

寄与率 𝑅𝑅2 は負の値
Excel のバグではないが
意味のある値ではない

p.260

3 → 6

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　y(1) を３から６に変更すると、Excel の散布図の寄与率は－0.09 になります。これは Excel のバグではなく、定義に従って計算された正しい寄与率です。R^2 は単なる記号であり、寄与率の定義を表しているわけではありません。
　ただし、－0.09 は意味のある数値ではないので、利用しません。。
　LINEST 関数の寄与率は、0.9184 になります。
　いずれも、前のスライドと寄与率の値は一致します。



原点を通る回帰式
JMP ［二変量の関係］

78

トップメニュー［分析］＞［二変量の関係］
▼［その他のあてはめ］＞［切片の制約］

p.260

原点を通る

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP での表示を確認します。
　Excel の事例と同じ観測値のデータテーブルを作成し、［二変量の関係］から散布図を作成します（操作）。
　ここで、赤い▼からオプションメニューを表示させ、［その他のあてはめ］を選択します（操作）。
　右のダイアログボックスで、次数は１次のまま、［切片の制約］にチェックを入れて、0 になっているのを確認して［OK］をクリックします（操作）。



原点を通る回帰式
JMP ［二変量の関係］

［あてはめの要約］で［R2乗］と［自由度調整R2乗］は空白
原点を通る回帰分析では、寄与率で判断しないようにしている

79

p.260

空白原点を通る回帰式

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰式の切片はありません。原点を通る回帰式です。
［あはめの要約］で、［R2乗］と［自由度調整R2乗］の出力は空白です。R2乗を出力すると、誤用される危険があるからだと思われます。
　原点を通る回帰分析では、原点を通るという制約がほんとうに適切か、慎重に検討する必要があります。この場合、寄与率の意味が曖昧であるため、JMPでは、寄与率を単回帰分析の妥当性の指標として使用しないようにしています。

　



原点を通る回帰式
JMP ［二変量の関係］
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No. x y yhat e
1 1 3 2.08 0.92
2 2 5 4.15 0.85
3 3 6 6.23 -0.23
4 5 10 10.38 -0.38

平均
２乗和 39.00 170.00 168.23 1.77
積和

平方和
積和

b 2.08
R^ 2 0.990

81.00

(c) 原点を通る（LINEST関数のR^2）

p.260

平方和に y=0 を基準とした２乗和を使用
（𝑦𝑦 = �𝑦𝑦 を基準とした偏差平方和ではない）

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 𝑆𝑆𝑅𝑅 + 𝑆𝑆𝑒𝑒 が成立
177.00= 168.23 + 1.77

切片は 0

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また、分散分析表では、オレンジ枠の平方和は、y=y-bar を基準とした平方和ではありません。先ほど Excel で求めた (c) のように、y=0 を基準とした２乗和です。すなわち y の２乗和 170.00、yhat の２乗和 168.23、残差の２乗和 1.77 が表示されます。
　ブルー枠で示したように、パラメータ推定値の切片には、「制約０」が表示されています。



まとめ
回帰分析適用上の諸問題

散布図の重要性
Anscombe の例はそれを具体的に示す

回帰式の基本（§4.3(2)）を忘れずに
単回帰モデルの前提

（1） y の方向には誤差があるが 、x の方向には誤差は含まれない
（2） 誤差は互いに独立で，各 y について相互に影響はない（独立性）
（3） 誤差の期待値は 0 である（不偏性）
（4） 誤差の大きさ σ は、x の値にかかわらず一定である（等分散性）
（5） 誤差は正規分布にしたがう（正規性）

重回帰式
複数の説明変数を使って回帰式を求めた
重回帰分析，多変量解析に発展する手法

81

p.254
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