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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第２部　実験計画法　改訂版」　を使用します。




第２部 実験計画法
１因子実験・・・質的因子 1.1繰り返し数が等しい場合、1.2 繰り返し数が異なる場合

1.3 多重比較、1.4 ばらつきを特性値とする実験
1.5 ノンパラメトリック検定

量的因子 2.1 直線関係の場合、2.2 非直線関係の場合
2.3ダミー変数による質的因子の効果の推定

乱塊法・・・・・3.1 質的因子の乱塊法、3.2 量的因子の乱塊法、3.3 欠測値のある場合
共分散分析・・・4.1 共分散分析の目的、4.2 解析手順、4.3医薬品開発における共分散分析の例
２因子実験・・・5.1 ２因子実験の基礎、5.2 質的因子×質的因子、5.3 質的因子×量的因子

5.4 質的因子×量的因子（変形）、5.5 量的因子×量的因子
多因子実験・・・6.1 多因子実験の基礎、6.2 スクリーニング計画、6.3 応答曲面計画
変量模型ほか・・7.1 １因子実験、7.2 枝分れ実験、7.3 乱塊法の拡張、7.4 経時データ、7.5 交差試験
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この節では、量的因子の１因子実験で、直線関係ではない場合を取り上げます



2.1 非直線関係の場合

（1）モデルの検討
（2）２次式モデルの解析
（3）JMP による解析
（4）中心化
（5）最適条件の推定
（6）モデルの妥当性の検討

使用するファイル
Excelファイル：「DE改2-1因子(量).xlsm」
JMPファイ：「2-1因子2.jmp」
サイエンティスト社のホームページからダウンロード

JMP 10.0.2 の出力を表示

テキストの
該当ページ

p.87
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★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの87ページを開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。




（1）モデルの検討

量的因子の１因子実験
前節：x と y の関係が直線の場合
本節：x と yの関係が曲線の場合

（直線のモデルをあてはめて LOFが有意になった場合の対応）

p.87
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前節では、量的因子の１因子実験で、x と y の関係が直線だった場合を取り上げました。
　本節では、x と y の関係が曲線の場合です。すなわち、直線のモデルをあてはめたときに LOF が有意になった場合の対応方法です。




xと yの関係が直線関係ではない場合の対応
変数変換（対数変換）

xと yを変数変換して直線関係を導く
薬物投与量 xと薬効 yで、ある範囲内で log(x)と yの間に直線関係がある場合
薬物投与量 xと薬効 y の間に以下の関係がある場合

いろいろなモデルによる解析
変数変換しても直線関係にならない場合がある

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
いろいろな式（モデル）をあてはめて解析（第３部）

データの裏にある専門分野の固有技術が必要（統計理論から助言できることは少ない）

モデルが未知の場合
便宜的に、多項式を用いる（本節）

p.87

第１部参照
§2.3 「対数変換と対数正規分布」
§4.1 「散布図」

第３部参照
§1.3 「指数曲線のあてはめ」

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥,  ln 𝑦𝑦 = ln𝑎𝑎 + ln𝑏𝑏 � 𝑥𝑥,  𝑌𝑌 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏,  ln 𝑦𝑦 = ln𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 � ln𝑥𝑥,  𝑌𝑌 = 𝐴𝐴 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
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医薬品の場合、投与量 x は等比級数的
に変化させる場合が多い（第３部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　x と y の関係が直線関係ではない場合、すなわち、直線のモデルをあてはめて LOF が有意水準 0.20 で有意になった場合、次の３つの対応策があります。
　一つ目は、x と y を変数変換して直線関係を導きます。
　例えば、非臨床分野では、薬剤投与量 x を等比級数的に変化させることが多くあります。これは、薬剤投与量 x が、ある範囲内で log(x) と薬効 y の間に直線関係になるからです。このときは、x を対数変換して直線関係を導きます。ただし、対数変換する場合、等分散性の観点からその妥当性を考える必要があります。
　薬物投与量 x と薬効 y の間に y=ab^x の関係があるとき、両辺を対数変換して ln⁡(y)=lna+lnbx とし、対数を大文字にすると  Y=A+Bx　となって直線関係が導けます。あるいは、y=ax^b の関係があるときは、両辺を対数変換して ln⁡(y)=lna+b∙lnx とし, 対数の x と y を大文字にすると  𝑌=𝐴+𝑏𝑋　となって直線関係が導けます。
　これについては、第１部の§2.3、§4.1、第３部 §1.3 を参照してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-1.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green3-1-3.pdf


xと yの関係が直線関係ではない場合の対応
変数変換（対数変換）

xと yを変数変換して直線関係を導く
薬物投与量 xと薬効 yで、ある範囲内で log(x)と yの間に直線関係がある場合
薬物投与量 xと薬効 y の間に以下の関係がある場合

いろいろなモデルによる解析
変数変換しても直線関係にならない場合がある

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
いろいろな式（モデル）をあてはめて解析（第３部）

データの裏にある専門分野の固有技術が必要（統計理論から助言できることは少ない）

モデルが未知の場合
便宜的に、多項式を用いる（本節）

p.87

𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑥𝑥,  ln 𝑦𝑦 = ln𝑎𝑎 + ln𝑏𝑏 � 𝑥𝑥,  𝑌𝑌 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏,  ln 𝑦𝑦 = ln𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 � ln𝑥𝑥,  𝑌𝑌 = 𝐴𝐴 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　二つ目は、いろいろなモデルによる解析です。一つ目のように対数変換しても、直線関係にならない場合もあります。例えば、y=ab^x+c などです。そこで、対数変換せずに、いろいろな式を直接あてはめて解析します。これについては、第３部で詳しく扱います。なお、この解析では、統計理論よりも、データの裏にある専門分野の固有技術が重要です。しかし、適切な理論モデルを見出すことはそう簡単ではありません。
　そこで、三つ目は、モデルが未知の場合、便宜的に多項式をあてはめることがあります。本節ではこれを扱います。�




モデルの検討

多項式のあてはめ
２次式
３次式
･･･

連続関数であれば、どんな関数でも多項式で近似可能
連続変数であれば、どんな関数でも多項式で展開（テーラー展開）できるという定理を利用

多項式のあてはめは、理論モデルが未知の場合の便宜的な手段

p.87

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏3𝑥𝑥3

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏3𝑥𝑥3 + ⋯

7

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　多項式とは、ここに示したように、２次式、３次式・・・です。連続関数であれば、どんな関数でも多項式で近似可能です。これは、連続変数であれば、どんな関数でも多項式で展開できるというテーラー展開という定理を利用しています。詳細は省略します。
　多項式を当てはめる場合は、理論モデルが未知の場合であり、便宜的な手段であるということを理解してください。　



（2）２次式モデルの解析

多項式の中で最もシンプルな２次の多項式

p.88
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　　多項式の中で、最もシンプルな２次の多項式の当てはめを説明します。



２次式モデルの解析
Excelファイルの読み込みと表示

Excel ファイル「DE改2-1因子(量).xls」、名前ボックスから「表示2.2.1」（Fig22_01）を選択

データ
量的因子の１因子実験、４水準（0, 10, 20, 30 ）、繰り返し数５

解析
（1）質的因子の１因子実験（分散分析）
（2）回帰分析（１次式のあてはめ、２次式のあてはめ）
（3）両者の組合せ

p.88

データ
水準 n 平均 1 2 3 4 5

0 5 10.02 10.5 9.6 10.4 10.2 9.4
10 5 10.90 10.8 10.7 11.1 10.9 11.0
20 5 11.20 11.4 10.7 10.9 11.3 11.7
30 5 11.30 11.9 11.2 11.0 11.1 11.3

全体 20 10.86
水準数 4

表示2.2.1（一部）
データとグラフ

9

10

11

12

0 10 20 30

y

x

増加程度は徐々に低下
直線関係ではなさそう

9

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「DE改2-1因子(量).xls」を読み込み、名前ボックスから「表示2.2.1」（Fig22_01）を選択してください（操作）。
　このデータは、量的因子の１因子実験のデータです。水準は 0、10、20、30 の４水準、それぞれの繰り返し数は５です。
　グラフ化して、平均値を赤の横線で示します。x が増加と y も増加する関係がありますが、増加程度は徐々に小さくなっており、直線関係ではなさそうです。
　この解析方法として、(1) 前節の直線関係の場合と同様に、質的因子の１因子実験として分散分析します。次に、(2) 回帰分析で、１次式のあてはめと２次式のあてはめを行います。その次に、(3)両者の結果を組合せます。�



２次式モデルの解析
質的因子の１因子実験（分散分析）

水準を質的因子とみなして分散分析
（前節 §2.1 、§1.1 ）

水準間の平方和は 5.082
残差平方和は 2.208
全体の平方和は 7.290

F比は 12.27、p値は 0.0002 で高度に有意
水準間には有意差がある

データ
水準 n 平均 1 2 3 4 5

0 5 10.02 10.5 9.6 10.4 10.2 9.4
10 5 10.90 10.8 10.7 11.1 10.9 11.0
20 5 11.20 11.4 10.7 10.9 11.3 11.7
30 5 11.30 11.9 11.2 11.0 11.1 11.3

全体 20 10.86
水準数 4

残差
水準 標準偏差 効果 1 2 3 4 5

0 0.49 -0.84 0.48 -0.42 0.38 0.18 -0.62
10 0.16 0.04 -0.10 -0.20 0.20 0.00 0.10
20 0.40 0.34 0.20 -0.50 -0.30 0.10 0.50
30 0.35 0.45 0.60 -0.10 -0.30 -0.20 0.00

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

(検算) 7.290 19

表示2.2.1

p.88
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水準間に
有意差あり

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示2.2.1 の表は、水準を質的因子とみなして分散分析した結果です。この計算方法については、すでに解説したとおりです。
　必要に応じて、前節あるいは§1.1 を参照して、セル内の計算式を理解してください。
　分散分析表を見ると、水準間の平方和は 5.082、残差平方和は 2.208、全体の平方和は 7.290、F 比は 12.27、p 値は 0.0002 で高度に有意です。水準間には有意差があります。�


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-1.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


２次式モデルの解析
回帰分析（２次式）

Excelによる解析（グラフ［近似曲線の追加］）

xと yの間に曲線関係があり、
多項式のあてはめを考える場合、
まずは「xの２次式」をあてはめる

データを縦に並べる
散布図を作成（第１部 §4.1 ）
グラフのプロットを選択して右クリック

x y
0 10.5
0 9.6
0 10.4
0 10.2
0 9.4

10 10.8
10 10.7
10 11.1
10 10.9
10 11.0
20 11.4
20 10.7
20 10.9
20 11 3

9

10

11

12

0 10 20 30

y

x

点を選択して
右クリック

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2

p.88

散布図

表示2.2.1

11

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次は、回帰分析です。まず、Excel のグラフ機能を使います。x と y の間に曲線関係があり、多項式のあてはめを考える場合、まずは「x の２次式」から始めます。
　Excelで、データをこの表のように縦に並べ、散布図を描きます（操作）。
　ただし、各水準の平均値は入りません。これを入れるには平均値の列を新たに作る必要がありますが、ここでは詳細を省略します。
　散布図ができあがったら、グラフにプロットしたマークを選択して右クリックします（操作）。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-1.pdf


２次式モデルの解析
回帰分析

Excelによる解析（グラフ）
グラフにプロットしたマークを選択して右クリック
［近似曲線の追加］＞［多項式近似］次数：２

p.88
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　右クリックすると、このメニューが表示されるので、［近似曲線の追加］＞［多項式近似］を選択して、次数を２に設定します（操作）。
　その下の部分で、「グラフに数式を表示する」にチェックマークを入れます（操作）。



２次式モデルの解析
回帰分析

Excelによる解析（グラフ）

𝑦𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.0019𝑥𝑥2

切片 １次項 ２次項

x y
0 10.5
0 9.6
0 10.4
0 10.2
0 9.4

10 10.8
10 10.7
10 11.1
10 10.9
10 11.0
20 11.4
20 10.7
20 10.9
20 11 3

y = -0.0019x2 + 0.0999x + 
10.039

9

10

11

12

0 10 20 30

y

x

２次式のあてはめ
表示2.2.1

p.88
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　グラフに２次曲線と回帰式が表示されます。なお、ここに示してあるグラフは成形してありますので、皆さんが作成したグラフとは異なります。
　２次曲線は、ほぼデータにフィットしているようです。
　回帰式は、𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥 − 0.0019 𝑥^2　です。Excel の表示とは逆の順番で、切片、１次項、２次項を表示しています。
　



２次式モデルの解析
回帰分析

LINEST関数による多項式のあてはめ（１次式と２次式）

表示2.2.2  LINEST関数用データと解析結果

（１次式：５行２列を範囲指定）

（２次式：５行３列を範囲指定）

（１次式） （２次式） x x^2 y
0 0 10.5
0 0 9.6
0 0 10.4
0 0 10.2
0 0 9.4

10 100 10.8
10 100 10.7
10 100 11.1
10 100 10.9
10 100 11.0
20 400 11.4
20 400 10.7
20 400 10.9
20 400 11 3

x x^2 y
0 0 10.5
0 0 9.6
0 0 10.4
0 0 10.2
0 0 9.4

10 100 10.8
10 100 10.7
10 100 11.1
10 100 10.9
10 100 11.0
20 400 11.4
20 400 10.7
20 400 10.9
20 400 11 3

y の範囲

x の範囲

y の範囲

x の範囲

Ctrlキー
＋Shitキー
＋Enterキー

Ctrlキー
＋Shitキー
＋Enterキー

x の範囲

y の範囲

y の範囲

x の範囲

p.88
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、表示2.2.2 で、データを縦に並べた表を確認します。ここに、LINEST関数で、１次式と２次式のあてはめを別々に行います。
　まず、１次式のあてはめの場合、左の表のように、オレンジ枠の x とブルー枠の y の列を使います。右上の図のように、空いているセルの所で、５行２列を範囲指定します。この状態で、LINEST（yの範囲、xの範囲,,TRUE）と入力します。引数を１つ省略するために、カンマが続いて２つあるところに注意してください。最後に、 Ctrlキー＋Shitキー＋Enterキーを同時に押して入力を確定します（操作）。５行２列の「２列」を指定するのは、１次式は切片と回帰係数の計２個のパラメータがあるからです。
　２次式のあてはめの場合、真ん中の表のように、オレンジ枠の x と x^2 の２列を x の範囲として指定します。右下の図のように、空いているセルの所で、５行３列を範囲指定して、同様に入力します（操作）。５行３列の「３列」を指定するのは、２次式には切片と回帰係数２つの計３個のパラメータがあるからです。

　



２次式モデルの解析

回帰分析
LINEST関数による多項式のあてはめ

表示2.2.2 x const
回帰係数 0.0414 10.234

その標準誤差 0.008 0.153
寄与率 0.588 0.409 標準偏差

F 比 25.670 18 残差自由度
回帰平方和 4.285 3.005 残差平方和

t  値 5.067 66.946
p  値 0.000 0.000

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

（１次式）

（２次式）

（１次式）

  

（２次式）

並びに
注意

𝑦𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.0019𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 10.234 + 0.0414𝑥𝑥
分散分析表

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値

回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000
残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

p.89
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周囲のコメントと
計算式をコピー

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示2.2.2 の出力が得られます。右の上下の図です。ただし、周囲のコメントと t 値、p 値の計算式は自動的に出力されませんので、表示2.2.2 の周囲のコメントと計算式を自分が出力した結果にコピーしてください（操作）。エラーが出る場合は、適宜修正してください。特に p 値を計算する TDIST関数（T.DIST 関数）で、オレンジ枠で示した残差自由度のセルを参照するように、適切に引数に指定してください。
　２次式をあてはめた場合、ブルー枠で示したように、列の並びの順序に注意が必要です。左から２次の回帰係数、１次の回帰係数、切片の順番です。



２次式モデルの解析

回帰分析
LINEST関数による多項式のあてはめ

表示2.2.2 x const
回帰係数 0.0414 10.234

その標準誤差 0.008 0.153
寄与率 0.588 0.409 標準偏差

F 比 25.670 18 残差自由度
回帰平方和 4.285 3.005 残差平方和

t  値 5.067 66.946
p  値 0.000 0.000

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

（１次式）

（２次式）

（１次式）

  

（２次式） 𝑦𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.0019𝑥𝑥2

𝑦𝑦 = 10.234 + 0.0414𝑥𝑥
分散分析表

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値

回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000
残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストにはありませんが、この出力結果を、左のように回帰式と分散分析表にすると理解しやすくなります。
　左上は１次式をあてはめた回帰式と分散分析表です。回帰式は y=10.23+0.041xです。回帰平方和は 4.285、残差平方和は 3.005、全体の平方和は 7.290 です。残差自由度は 18 です。
　左下は２次式をあてはめた回帰式と分散分析表です。回帰式は y=10.039+0.0999x-0.0019x^2 です。回帰平方和は 5.045、残差平方和は 2.244、全体の平方和は 7.290 です。残差自由度は 17 です。　
　全体の平方和は、１次式と２次式で同じ値になります。しかし、回帰平方和と残差平方和、その自由度は、１次式のあてはめと２次式のあてはめで異なります。



２次式モデルの解析

回帰分析（補足）
LINEST関数による多項式のあてはめ

（表示 4.3.6
第１部 §4.3 p.231）

（１次式）

（２次式）

i x y y-hat e
1 0 10.5 10.23 0.27
2 0 9.6 10.23 -0.63
3 0 10.4 10.23 0.17

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
18 30 11.0 11.48 -0.48
19 30 11.1 11.48 -0.38
20 30 11.3 11.48 -0.18

10.855 10.855 0.000
7.290 4.285 3.005

i x y y-hat e
1 0 10.5 10.04 0.46
2 0 9.6 10.04 -0.44
3 0 10.4 10.04 0.36

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
18 30 11.0 11.28 -0.28
19 30 11.1 11.28 -0.18
20 30 11.3 11.28 0.02

10.855 10.855 0.000
7.290 5.045 2.244

平均
平方和

平均
平方和

（１次式）

  

（２次式） �𝑦𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.0019𝑥𝑥2

�𝑦𝑦 = 10.234 + 0.0414𝑥𝑥
分散分析表

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値

回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000
残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

p.89
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𝑦𝑦 − �𝑦𝑦 = 𝑒𝑒

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、テキストにはありませんが、LINEST関数で、１次式と２次式のあてはめにおける平方和の算出について、簡単に補足します。これについては、第１部 §4.3など、様々なところで説明があります。
　右上の表は、１次式の場合です。右下の表は、２次式の場合です。いずれも、x、y の列があり、x を回帰式に代入して得られた y の予測値 y-hat の列があります。y と y-hatの差が残差 e の列です。それぞれの列の１番下に、平均値、この平均値と個々の値の差の二乗和、すなわち平方和が計算してあります。
　なお、予測値を「y-hat」、または、頭に「^」記号がついた「y」で表します。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


２次式モデルの解析

回帰分析（補足）
LINEST関数による多項式のあてはめ

（表示 4.3.6
第１部 §4.3 p.231）

（１次式）

（２次式）

i x y y-hat e
1 0 10.5 10.23 0.27
2 0 9.6 10.23 -0.63
3 0 10.4 10.23 0.17

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
18 30 11.0 11.48 -0.48
19 30 11.1 11.48 -0.38
20 30 11.3 11.48 -0.18

10.855 10.855 0.000
7.290 4.285 3.005

i x y y-hat e
1 0 10.5 10.04 0.46
2 0 9.6 10.04 -0.44
3 0 10.4 10.04 0.36

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・
18 30 11.0 11.28 -0.28
19 30 11.1 11.28 -0.18
20 30 11.3 11.28 0.02

10.855 10.855 0.000
7.290 5.045 2.244

平均
平方和

平均
平方和

（１次式）

  

（２次式） �𝑦𝑦 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.0019𝑥𝑥2

�𝑦𝑦 = 10.234 + 0.0414𝑥𝑥
分散分析表

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値

回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000
残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

p.89
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総平方和
回帰平方和
残差平方和

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上段の１次式の場合、右上の表と左上の分散分析表の平方和は一致しています。全体の平方和の自由度は全ての観測値の数20から１を引いた19、回帰の平方和の自由度は説明変数が１つなので１、残差の平方和の自由度は 19－1＝18 です。
　下段の２次式の場合も、右下の表と左下の分散分析表の平方和は一致しています。回帰の平方和の自由度は、説明変数が２つですから２、残差の平方和の自由度は 19－2=17 です。
　LINEST 関数は、回帰係数と切片の計算と、これらの平方和の計算を出力していることを、もう一度確認してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑙

２次式モデルの解析
２つの解析

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

質的因子の１因子実験（表示 2.2.1、一部）

回帰分析
（表示 2.2.2改変）

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上の結果、質的因子の１因子実験の解析結果として、左上の表示 2.2.1 の分散分析表が得られました。また、回帰分析の結果として１次式と２次式をあてはめたときの分散分析表として、右上の表示2.2.2 が得られました。
　これらをまとめると、下の図の表示 2.2.3 のようになります。
　



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

質的因子の１因子実験（表示 2.2.1、一部）

回帰分析
（表示 2.2.2改変）

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　全体の平方和 S(T) は 7.290、この自由度は１9 です。　



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

質的因子の１因子実験（表示 2.2.1、一部）

回帰分析
（表示 2.2.2改変）

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　質的因子として解析した場合、全体の平方和が、水準間の平方和 S(A)=5.082 と残差平方和 S(e)=2.208 に分解されます。平方和の自由度は、水準間が水準数 4 から １ を引いた ３、残差は 19-3=16 です。これは、各水準の残差自由度が 5-1=4、これが４水準あるので 4×4=16 として直接求められます。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

Sl：１次（linear）の頭文字
Sq：２次（quadratic）の

頭文字

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

質的因子の１因子実験（表示 2.2.1、一部）

回帰分析
（表示 2.2.2改変）

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰分析の１次式の場合、全体の平方和 7.290 が、回帰平方和 4.285 と、残差平方和 3.005 に分解されます。平方和の自由度は、説明変数が１つなので回帰が １、残差が 19-1=18 です。　
　表示2.2.3で、回帰の平方和の記号は、S(R1) になっています。また、１次を表す linear の頭文字から、S(l)（エスエル）とも表しています。そこで、残差平方和の記号は S(el) となっています。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

Sl：１次（linear）の頭文字
Sq：２次（quadratic）の

頭文字

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

質的因子の１因子実験（表示 2.2.1、一部）

回帰分析
（表示 2.2.2改変）

p.89
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰分析の２次式の場合、全体の平方和 7.290 が、回帰平方和 5.045 と、残差平方和 2.244 に分解されます。平方和の自由度は、説明変数が x と x^2 の２つなので回帰が 2、残差が 19-2=17 です。　
　表示2.2.3で、回帰の平方和の記号は、S(R2) になっています。また、２次を表す quadratic の頭文字から、残差平方和の記号は S(eq) となっています。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

Sl：１次（linear）の頭文字
Sq：２次（quadratic）の

頭文字

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3

表示 2.2.1（一部）

表示 2.2.2
（改変）

２次項を追加する
ことによる寄与

１次式で説明できる
y の変化

p.89
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２次式で説明できる
y の変化

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　2 次式の回帰平方和 S(R2) はブルー枠の 5.045、1 次式の S(R1) はオレンジ枠の 4.285、その差 S(q)　はグリーン枠の 0.761です。２次を表す quadratic の頭文字を使っています。グリーンの部分は、2次項を追加することによって寄与する部分の平方和になります。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
２つの解析

LOF：あてはまりの悪さ
（Lack of Fit）

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.0002
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰１次式 4.285 1 4.285 25.67 0.0001

残差 3.005 18 0.167 1.00
全体 7.290 19

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.1（一部）

表示 2.2.2
（改変）

２次式で説明しきれない
y の変化＝LOFの平方和

p.89

25

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　2 次式の S(R2) は質的因子の S(A) よりも 5.082−5.045=0.036 だけ小さくなっています。このグリーンの部分は，2 次式で説明しきれない y の変化です。これを LOF、「あてはまりの悪さ」の平方和といいます。
　仮に、完全にあてはまって、各水準の平均値がすべて回帰曲線上に乗れば、y の変化はすべて２次式で説明できます。このとき、LOF の平方和はゼロになります。LOF が大きいほどあてはまらなくなります。すなわち、LOF は水準の平均値と予測値との乖離の程度を表しており、乖離するほど大きくなる値です。すなわち、「あてはまりの悪さ」です。




全体
回帰モデル

質的因子

LINEST

𝑆𝑆𝐴 = 3.100 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.180 16
𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.210 2

𝑆𝑆𝑅𝑅 = 2.890 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 5.280 19

𝑆𝑆𝑒𝑒∗ = 2.390 18

𝑦𝑦��� 𝑦𝑦�𝑖𝑖 𝑦𝑦�𝑖𝑖� 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

③

２次式モデルの解析
１次式モデルの場合（参考）

26

●

① ②②

③
①

回帰直線
からの外れ

p.78

表示 2.1.2

あてはまりの悪さ
Lack of Fit、LOF

効果 回帰

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖：観測値

�𝑦𝑦��：総平均

�𝑦𝑦𝑖𝑖：予測値

�𝑦𝑦𝑖𝑖�：平均値

（§4.3 p.231）

回帰直線

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前節で直線をあてはめたときの LOF を説明しました。回帰直線がデータにピッタリとあてはまっていれば、言い換えると水準の平均値が回帰直線の上にすべて乗っており、予測値とすべて一致していると、LOF の平方和はゼロになります。前節を参照してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-1.pdf


全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000
　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.4

p.89

２次項の追加が
寄与する部分
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２次式で説明
しきれない部分

２次式の
回帰平方和

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この表示2.2.3 の結果を総合すると、表示2.2.4 の分散分析表が得られます。
　水準間の平方和 5.082 が、１次式の回帰の平方和 4.285、２次項の追加が寄与する部分 0.761、あてはまりの悪さ LOF  0.036 に分解されます。
　この分散分析表で、「１次」というのは１次式の寄与する部分です。しかし、「２次」というのは追加した２次項の寄与する部分であり、２次式全体が寄与する部分ではないことに注意してください。２次式の回帰平方和は、１次と２次を足した 5.045 です。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000
　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.4

p.89

２次項の追加が
寄与する部分
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２次式で説明
しきれない部分

自由度
水準数－３

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、LOF の自由度は、質的因子の水準間平方和の自由度３から、２次式の自由度 2 を引いて求められます。つまり、この回帰の場合は「水準数－3」 になります。今回の水準数は４ですから、LOF の自由度は１です。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000
　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

表示 2.2.4

表示 2.2.3
平方和の関係

p.90
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F 比の分母

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　平方和を自由度で割って平均平方を求め、残差の平均平方 0.138 を分母とする F 比と、その p 値を求めます。ここでは、分母であることを明示すめために、1.00 を表示しています。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000
　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00p値は 0.20 よりもかなり大きい

２次式のあてはまりが良い
表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.4

p.90
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２次式で説明
しきれない部分

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　LOF の p 値は 0.20 よりも大きいため、2 次式が良くあてはまっていることが分かります。ここで、アルファ=0.05 ではなく、アルファ=0.20 を使っていることは、後で説明します。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*

水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000
　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

p値は 0.05 よりも小さい
確かに直線関係ではない

表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.4

p.90
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２次項を追加する
ことによる寄与

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また，2 次項の p 値は 0.032 と 0.05 よりも小さく有意です。つまり、ゼロと有意に異なるので、追加した２次項は有意であり、直線関係ではないことが確かめられます。



全体

１次式

質的因子

２次式

𝑆𝑆𝐴 = 5.082 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 2.208 16

𝑆𝑆𝑞 = 0.761 1

𝑆𝑆𝑅𝑅1 = 4.285 1

𝑆𝑆𝑇𝑇 = 7.290 19

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑙 = 3.005 18
= 𝑆𝑆𝑙

𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 0.036 1

𝑆𝑆𝑅𝑅2 = 5.045 2 𝑆𝑆𝑒𝑒𝑞 = 2.244 17
= 𝑆𝑆𝑞

２次式モデルの解析
分散分析表

LOF が有意ではないので、
残差とLOFを併合（残差*）
これを分母として F検定
検定精度が高まる

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

表示 2.2.3
平方和の関係

表示 2.2.4

p.90
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F 比の分母

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　LOF が有意ではないので，オレンジ枠で示したように残差と LOF の平方和と自由度を併合して、残差*（スター）の列をブルー枠に作成します。この値は、２次式をあてはめたときの残差平方和とその自由度になります。
　この平均平方を分母として検定した結果が 、実線のグリーン枠で示したように、F 比*（スター）と p 値*（スター）の列になります。分母が大きくなり、分子は小さくなるので、点線のグリーン枠で示した併合前の値と比較して、F 比は大きくなり、p 値は小さくなります。



２次式モデルの解析
回帰係数の検定

t検定とF検定の関係
２次の回帰係数

p値は一致
t値の２乗とF比は一致

１次の回帰係数
p値は不一致、t 値の２乗と F 比は不一致

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

 

 
 

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

−2.402= 5.76
 𝑡𝑡 𝜈𝜈 2 = 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈
𝑝𝑝 = T. DIST. 2T(ABS −2.400 , 17) = 0.028
𝑝𝑝 = 1 − F. DIST 5.76,1,16, TRUE = 0.028

3.9282 = 15.45 ≠ 32.46
𝑝𝑝 = T. DIST. 2T(ABS 3.928 , 17) = 0.001
𝑝𝑝 = 1 − F. DIST 32.46,1,16, TRUE = 0.000

p.90
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２次項 １次項

不一致

一致

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下段に示した LINEST 関数の出力の t 検定と、上段に示した分散分析表の F 検定の結果を比較します。
　LINEST 関数の出力の下に，1 次と 2 次の係数の t 値と p 値が求められています。オレンジ枠で示したように、2 次の係数の p 値 0.028は、分散分析表の p 値0.028と同じ値です。t 値－2.40 の２乗値は、 F 比 5.76 と一致します。これは、t 分布と F 分布には、𝑡(𝜈)^2=𝐹(1, 𝜈)の関係があるからです。
　それに対して，ブルー枠で示したように、1 次の係数の p 値は、0.000 と 0.001 で一致しません。t 値の2 乗は 3.928^2 = 15.43 、これは F 比 32.46 と一致しません。この理由は、JMP の出力のところで説明します。



２次式モデルの解析
LOF利用に必要な水準数

水準数３の場合、LOFの自由度は 0（LOFの自由度は、水準数－3）
２次式の当てはまりの判断が不可

２次式が予想される場合は、少なくとも４水準以上，できれば５水準以上が望ましい

p.90
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要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先に説明したように、２次式をあてはめた場合の LOF の自由度は、水準数－3 でした。したがって、水準数３の時は LOF の自由度がゼロとなり、LOF によって２次式が当てはまっているかどうかの判断ができません。「２次式のあてはめ」が予想される場合は、少なくとも 4 水準以上，できれば 5 水準以上で実験することが必要です。
�



２次式モデルの解析
LOFの判断
（ α = 0.05 → α = 0.20）

1 次式をあてはめたときの LOFの平方和（２次項の分が LOFになる）：0.761+0.036 = 0.797
F比 (0.797 / 2)  /  0.138 =   2.886、 p値 =1-F.DIST(2.886, 2, 16, TRUE) = 0.0851
α=0.05で LOFは有意ではない→ １次式のモデルがあてはまっている？

しかし、これまでの解析では、２次式のあてははまりが良かった（結果が不一致）
モデル選択の基準を α = 0.05 ではなく α = 0.20 にすると適切なモデルを選択できる可能性がある

p.90

35

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

１次式をあてはめたときの LOF
0.761 + 0.036 = 0.797

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また、右上の分散分析表で、1 次式をあてはめた場合を考えます。このとき、２次項で説明された部分は LOF になるので、 LOF の平方和は、0.761 と 0.036 を足した 0.797、自由度は 1+1=2 です。この平方和 0.797 を自由度２で割って平均平方を求め、さらに残差の平均平方 0.138 で割ると、LOF の F 比 2.886 が得られます。これから、p値は 0.0851 となり、アルファ=0.05 で有意ではありません。つまり、１次式のモデルは「あてはまりが悪くない」ことになります。しかし、この例では、２次式の方の当てはまりが良かったので、結果が一致しません。
　したがって、LOF の検定には、アルファ = 0.05 ではなく アルファ = 0.20 にすることにより、適切なモデルを選択できる可能性があります。�



（3）JMP による解析

多項式（２次式）のあてはめ

p.90
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　多項式のあてはめを JMP で行います。



JMP［二変量の関係］
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「2-1因子2.jmp」を読み込み

データ
表示 2.2.1と同じデータ
量的因子の１因子実験、４水準（0, 10, 20, 30）、繰り返し５
水準の列名は「x」、観測値の列名は「y」

解析
前章 §1.1 p.30と同様に解析
［分析］＞［二変量の関係］

X：「x」、 Y：「y」
散布図により曲線関係を確認

p.90
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データ
水準 n 平均 1 2 3 4 5

0 5 10.02 10.5 9.6 10.4 10.2 9.4
10 5 10.90 10.8 10.7 11.1 10.9 11.0
20 5 11.20 11.4 10.7 10.9 11.3 11.7
30 5 11.30 11.9 11.2 11.0 11.1 11.3

全体 20 10.86
水準数 4

表示2.2.1 データとグラフ

縦に並べる

列名

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP ファイル「2-1因子2.jmp」を読み込み、JMPを立ち上げてください（操作）。
　表示 2.2.1 と同じデータです。量的因子の１因子実験、４水準（0, 10, 20, 30）、繰り返し５、水準の列名は「x」、観測値の列名は「y」です。�　前章 §1.1 p.30と同様に解析します。［分析］＞［二変量の関係］で、Xに「x」、Yに「y」を指定します（操作）。
　



JMP［二変量の関係］
散布図と多項式のあてはめ

p.91
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▼＞［多項式のあてはめ］＞［2］
次数を選択

曲線関係

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このような散布図が得られます。曲線関係があるらしいことが確認できます。
　▼ オプションメニューから［多項式のあてはめ］で、次数［2］を選択します（操作）。



JMP［二変量の関係］
散布図と多項式のあてはめ

p.91
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２次曲線

分析結果

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　散布図に２次曲線が描かれます。良くあてはまっているように見えます。その下の方に分析結果が表示されます。
　分析結果を見る前に、▼のオプションを選択します。ここで、グラフの線種や色などを設定できます。この中から、回帰の信頼区間を選択します（操作）。



JMP［二変量の関係］
回帰の信頼区間（95%CI）

母平均 ηの 95%信頼区間

１次式のあてはめ（第１部 §4.4 p.239）
𝑥̅𝑥の位置で信頼区間の区間幅が最小
𝑥̅𝑥から離れるに従って区間幅が広くなる
さらに遠くでは直線に接近

２次式のあてはめ（右の図）
信頼区間の幅が最小となるのは２か所
そこからさらに 𝑥̅𝑥から離れるに従って
区間幅は急速に増加、2 次曲線に接近
実験の範囲を大きく外れた x について
y を予測（外挿）するのは危険（精度が低い）

幅が急増

複雑な曲線

幅が急増

p.91
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幅が最小
x = 5.8

幅が最小
x = 24.2

表示2.2.5

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　回帰の信頼区間、つまり母平均イータの 95%信頼区間が書き込まれます。
　第１部§4.4で説明したように、１次式のあてはめでは、x の平均値の位置で信頼区間の幅が最小になり、ここから離れるに従って区間幅が広くなりました。さらに、その先ではほぼ直線でした。
　今回の２次式のあてはめでは、信頼区間は複雑な曲線になります。信頼区間の幅が最小になるのは２か所、x=5.8 と 24.2 の所です。さらに x の平均値から離れるに従って幅は急速に増加し、2 次曲線に接近します。このため、実験の範囲を大きく外れた x について y を予測すること、つまり外挿することは危険です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-4.pdf


JMP［二変量の関係］
回帰の信頼区間の幅（補足）

２次式のあてはめにおける
母平均の95%信頼区間の上限と下限の差（区間幅）
信頼区間の式の中には４次項が含まれる
最短の場所が２か所（𝑥𝑥 = 5.8, 𝑥𝑥 = 24.2）

p.91
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幅が最小
x = 24.2

母平均の95%信頼区間
の上限と下限の差

幅が最小
x = 5.8

表示2.2.5

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　参考に、95%信頼区間の上限と下限の差を「区間幅」として縦軸にとり、横軸に x をとった図を示します。区間の最小は２か所にあり、それよりも中心から両側に離れるほど区間幅は顕著に大きくなります。



JMP［二変量の関係］
回帰式

Excelの結果（表示 2.2.1）

JMPの結果（表示 2.2.5）・・・中心化

Excelで得られた回帰式とJMPで得られた回帰式は、
表現方法が異なるが、両者は一致
JMPの式の意味はこの後で説明

�𝑦𝑦 = 10.04 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

�𝑦𝑦 = 10.48 + 0.041𝑥𝑥 − 0.00195 𝑥𝑥 − 15 2

 = 10.48 + 0.041𝑥𝑥 − 0.00195 𝑥𝑥2 − 30𝑥𝑥 + 152

 = 10.04 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

p.91
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表示2.2.5

平均値
⁄∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑁𝑁 =15

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　散布図の下に表示された解析結果を見ていきます。
　得られた回帰式は，表示2.2.1 の Excel と、表示2.2.5の JMP で異なります。JMPの２次項は(x －平均値)の形です。これを多項式の中心化といいます。これについては、あとで説明します。
　JMP で得られた式を展開すると、結果的には Excel と同じ式であることがわかります。



JMP［二変量の関係］
［あてはめの要約］

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

𝑅𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅𝑅
𝑆𝑆𝑇𝑇

=
4.285 + 0.761

7.290
= 0.692

𝑅𝑅∗2 = 1 −
⁄𝑠𝑠𝑒𝑒 𝜈𝜈𝑒𝑒
⁄𝑆𝑆𝑇𝑇 𝜈𝜈𝑇𝑇

 = 1 −
⁄2.244 17
⁄7.29 19

= 0.656

 

 
 

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

表示 2.2.4

p.91
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（前節 §2.1 参照）

表示2.2.2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　あてはめの要約は、前節で説明した直線の場合と同じです。
　R^2値 0.692は、寄与率で、S(R)/S(T)=0.692 で求められます。
　自由度調整寄与率 R*2 は、 0.6559 です。
　誤差の標準偏差（RMSE） 0.363 は、表示2.2.2 の LINEST 関数の出力したブルー枠の標準偏差と一致します。
　詳細は前節を参照してください。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-1.pdf


JMP［二変量の関係］
［分散分析］

モデルの F比と p値
＝２次式の回帰平方和の F比と p値

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

  

要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
回帰２次式 5.045 2 2.523 19.11 0.0000

残差 2.244 17 0.132 1.00
全体 7.290 19

表示 2.2.4

表示 2.2.2

p.91

44

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP の分散分析は、先に説明した表示2.2.2の LINEST 関数の出力結果と同じです。２次式で回帰した平方和と残差*から平均平方を求め、F 比とその p 値を表示しています。これは、表示2.2.4で、１次と２次の平方和の和と、残差*スターの平方和に対応しています。



JMP［二変量の関係］
［あてはまりの悪さ（LOF）］

LOF の p値は 0.616 ＞ 0.20
→ よくあてはまっている

最大 R2乗

（R2乗：0.6921）

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

表示 2.2.4

𝑅𝑅2 = 1 −
𝑆𝑆𝑒𝑒
𝑆𝑆𝑇𝑇

 =
𝑆𝑆𝑅𝑅+𝑠𝑠𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑆𝑆𝑇𝑇

 =
4.285 + 0.761 + 0.036

7.290
 = 0.6971

p.91
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純粋誤差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　あてはまりの悪さ LOF　は、表示2.2.4　と一致しています。LOF を純粋誤差に対して F 検定した結果、F 比 0.26、p 値 0.616 で、0.20 よりもかなり大きく有意ではありません。よくあてはまっていることがわかります。
　最大R2乗は、平方和のうち純粋誤差の平方和以外の割合であり、当てはめるモデルが１次式か２次式かに関係なく一定の値です。これは、計算式から明らかなように、モデルの平方和に LOF も加えた寄与率ですから、モデルがピッタリあてはまって、LOF がゼロなった場合の寄与率になります。［あてはめの要約］で説明した R2 乗値は 0.6921 でした。この R2乗と最大 R2乗の差 0.005 は、全体の平方和に対する LOF の平方和の割合です。LOF が小さくなるほど R2 乗値は最大 R2 乗値に近づきます。



要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

JMP［二変量の関係］
［パラメータの推定値］

２次項の t 値、p値は一致
t値の２乗値は F 比 5.76 と一致
−2.402= 5.76 𝑡𝑡 𝜈𝜈 2 = 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈

１次項の t 値、p値は一致しない

 

 
 

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

表示 2.2.4

p.91
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一致しない

表示2.2.2（一部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　パラメータの推定値です。
　オレンジ枠で示した２次項の回帰係数 -0.00195 は、LINEST 関数の結果と一致しています。また、t 値 -2.40、p 値 0.028 も一致しています。t 値の２乗値 5.76 は分散分析表の F 比に一致しています。
　しかし、ブルー枠で示した１次項の回帰係数 0.0414 は、LINEST 関数の回帰係数 0.0999 と一致しません。同様に、切片も一致しません。しがって、t 値 と p 値も異なります。



要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

JMP［二変量の関係］
［パラメータの推定値］

２次項の t 値、p値は一致
t値の２乗値は F 比 5.76 と一致
−2.402= 5.76 𝑡𝑡 𝜈𝜈 2 = 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈

１次項の t 値、p値は一致しない

 

 
 

x^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039

その標準誤差 0.001 0.025 0.158
寄与率 0.692 0.363 #N/A

F 比 19.111 17 #N/A
回帰平方和 5.045 2.244 #N/A

t  値 -2.400 3.928 63.389
p  値 0.028 0.001 0.000

表示 2.2.4

p.91
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中心化一致しない

表示2.2.2（一部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、JMP の表示が、「x^2」ではなく、「(x-15)^2」になっているところに注目してください。さきほど説明した中心化です。JMP は中心化を行っているため、一致しません。中心かについては、後で説明します。



JMP［モデルのあてはめ］
［モデルのあてはめ］

［分析］＞［モデルのあてはめ］

［モデル効果の構成］で２次式を指定する方法
［列の選択］で「x」を選択
［次数］で［2］を指定
［マクロ］＞［多項式の次数］を選択

p.92
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、同じデータを「モデルのあてはめ」で解析します。
　［分析］＞［モデルのあてはめ］と進むと、右のような画面が出ます（操作）。
　ここで、２次式を指定するには次のようにします。
　［役割変数の選択］で「y」を選択します（操作）。
　［列の選択] で「x」 を選択し，下の［次数］で［２］を選択します。続いて、[マクロ] をクリックします（操作）。



JMP［モデルのあてはめ］
［モデルのあてはめ］

２次式を指定

２次式を指定

p.92
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　[マクロ] ＞[多項式の次数] を選択すると，「モデル効果の構成」に「x」 と「x ∗ x」 が追加されます（操作）。
　[強調点]を [最小レポート] に指定して，[実行] をクリックします（操作）。



JMP［モデルのあてはめ］
散布図

［二変量の関係］のような
信頼区間の曲線は描けない

［列の保存］で信頼区間の値と計算式を
データテーブルに保存
これから信頼区間のグラフを描画

（§2.1 p 85）

p.92
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このような散布図と２次曲線が描かれます。
　ただし、ここでは［二変量の関係］のような区間推定を描くことはできません。そのかわり、§2.1で説明したように［列の保存］で、信頼区間の値と計算式をデータテーブルに保存するとができます。そこで、信頼区間の数値を得て、グラフを作成することができます。詳しくは、前節§2.1 を参照してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-1.pdf


JMP［モデルのあてはめ］
［あてはめの要約］［分散分析］
［あてはまりの悪さ（LOF）］

［二変量の関係］と同じ出力結果

p.92
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表示 2.2.6

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［あてはめの要約］［分散分析］［あてはまりの悪さ（LOF）］は、［二変量の関係］と同じ出力結果が得られています。




JMP［モデルのあてはめ］
［パラメータ推定値］［効果の検定］

［パラメータ推定値］
［二変量の関係］と同様の出力結果

［効果の検定］
残差*を分母とする F検定
モデルの１次と２次の有功性を判断
［二変量の関係］では出力なし
x の平方和と x*x の平方和は
１次と２次の平方和に一致
（常に成立するわけではない）

要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00LOF を残差に併合

p.92
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表示 2.2.6

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
［パラメータ推定値］は［二変量の関係］と同様の出力結果です。
［効果の検定］は［二変量の関係］では出力されませんでした。ここで表示されているのは、x の平方和と x*x の平方和で、１次と２次の平方和に一致しています。これを残差*、すなわち LOF を併合した残差を分母とする F 比で検定しています。モデルの１次と２次がどの程度有功なのかを判断することができます。
　なお、１次と２次の平方和がモデルの平方和と一致していますが、この関係は常に成立するわけではありません。x が平均値を中心に対称であるときに、中心化して回帰分析すると一致します。これについては、(4)で説明します。　



JMP［モデルのあてはめ］
分散分析の関係
［分散分析］

モデルのあてはまり
LOFを含んだ誤差を分母としてF検定

［あてはまりの悪さ］
モデルの適合度合いを判断
純粋誤差を分母とし F 検定

［効果の検定］
モデルの１次と２次の有功性を判断
LOFを含んだ誤差を分母としてF検定

合計誤差

p.92
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合計がモデルの平方和と
常に一致するわけではない

表示 2.2.6

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP の３つの出力をまとめます。
　　「分散分析」では、全体の変動をモデルでどの程度説明できるかどうかを判断します。LOF を含んだ誤差を分母として F 検定しています。　
　［あてはまりの悪さ］では、平均値と予測値との乖離の程度からモデルの適合度合いを判断します。水準内のバラツキである純粋誤差を分母として F 検定しています。
　［効果の検定］では、回帰の平方和を１次式で説明できる部分と、２次項を加えることにより寄与する部分に分割して、それぞれが LOF をふくむ誤差を分母として F 検定しています。モデルの１次と２次の有功性を判断できます。ただし、１次項と２次項の平方和の合計 5.045 がモデルの平方和と一致していますが、この関係が常に成立するものではありません。



演習 2.2.1（中心化）
Excel ファイル「DE改2-1因子(量).xls」、名前ボックスから「表示2.2.2」（Fig22_02）を選択
このシートをコピーして作業用のシートを作成
LINEST関数の出力結果を、下にのコピー（値）
𝑥𝑥2の列を中心化した 𝑥𝑥 − 15 2の列に修正
LINEST関数の結果の内容が自動的に変わる

（表示2.4.5 p.105）

x x^2 y x (x-15)^2 y
0 0 10.5 0 225 10.5
0 0 9.6 0 225 9.6
0 0 10.4 0 225 10.4
0 0 10.2 0 225 10.2
0 0 9.4 0 225 9.4

10 100 10.8 10 25 10.8
10 100 10.7 10 25 10.7
10 100 11.1 10 25 11.1
10 100 10.9 10 25 10.9
10 100 11.0 10 25 11.0
20 400 11.4 20 25 11.4
20 400 10.7 20 25 10.7
20 400 10.9 20 25 10.9
20 400 11 3 20 25 11 3

JMP［モデルのあてはめ］

⁄∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗 𝑁𝑁 = 𝑥̅𝑥 =15

p.93
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表示2.2.2（一部） 表示2.4.5（一部）

=(x-15)^2

=x^2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　演習 2.2.1 で中心化を行います。Excel で、表示 2.2.2 を表示してください（操作）。
　この表を書き換えるので、このシートをコピーして、作業用のシートを作成してください（操作）。
　LINEST 関数の出力を，後で比較するために，下の空いているセルに「値」でコピーしてください（操作）。
　次に、オレンジ枠の部分で、 列名と、セルに入力してある計算式の「=x^2」の部分を「= (x − 15)^2」 に修正してください（操作）。この 15 は、x の平均値です。
　表示 2.2.2 の LINEST 関数の結果は自動的に修正され，表示2.4.5 が得られます。



JMP［モデルのあてはめ］
演習 2.2.1（中心化）

（1）表示 2.2.2（x を y に回帰）
x const

回帰係数 0.0414 10.234 切片
その標準誤差 0.008171 0.1529 その標準誤差

寄与率 0.587818 0.4086 標準偏差
F 比 25.67004 18 残差自由度

回帰平方和 4.2849 3.0046 残差平方和
t  値 5.067 66.946
p  値 0.000 0.000

x^2 x const (x-15)^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039 -0.00195 0.0414 10.478 切片

その標準誤差 0.000812 0.0254 0.1583702 0.000812 0.007267 0.1697 その標準誤差
寄与率 0.692146 0.3633 #N/A 0.692146 0.363326 #N/A 標準偏差

F 比 19.11051 17 #N/A 19.11051 17 #N/A 残差自由度
回帰平方和 5.0454 2.2441 #N/A 5.0454 2.2441 #N/A 残差平方和

t  値 -2.400 3.928 63.389 -2.400 5.697 61.747
p  値 0.028 0.001 0.000 0.028 0.000 0.000

（3）表示 2.4.5（ x と (x-15)^2 を yに回帰）（2）表示 2.2.2（ x と x^2を yに回帰）

p.105

LINEST関数の結果を比較
（1）x を y に回帰（表示2.2.2）
（2）x と x^2を yに回帰（表示2.2.2）
（3）x と (x-15)^2 を yに回帰

                           （表示 2.2.2 を修正、表示2.4.5）
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修正した結果
元の結果

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
LINEST関数の結果を比較します。
（1）左上が、表示2.2.2 で１次式をあてはめた結果です。
（2）左下が、表示2.2.2 で２次式をあてはめた結果です。x^2 を使っています。修正前の元の結果です。
（3）右下が、表示2.2.2 の x^2 を (x-15)^2 に修正した状態です。これが表示2.4.5 です。




JMP［モデルのあてはめ］
演習 2.2.1（中心化）
（3）x と (x-15)^2 を yに回帰

 

 
 

x^2 x const (x-15)^2 x const
回帰係数 -0.00195 0.0999 10.039 -0.00195 0.0414 10.478 切片

その標準誤差 0.000812 0.0254 0.1583702 0.000812 0.007267 0.1697 その標準誤差
寄与率 0.692146 0.3633 #N/A 0.692146 0.363326 #N/A 標準偏差

F 比 19.11051 17 #N/A 19.11051 17 #N/A 残差自由度
回帰平方和 5.0454 2.2441 #N/A 5.0454 2.2441 #N/A 残差平方和

t  値 -2.400 3.928 63.389 -2.400 5.697 61.747
p  値 0.028 0.001 0.000 0.028 0.000 0.000

p.105
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（3）表示 2.4.5（ x と (x-15)^2 を yに回帰）（2）表示 2.2.2（ x と x^2を yに回帰）

一致しない

中心化

一致

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2)の LINEST 関数で、x と x^2 を y に回帰したところ、オレンジ枠で示したように２次項の回帰係数、t 値、p 値は JMP のオレンジ枠で示した結果に一致しました。しかし、グリーン枠で示したように、LINEST 関数の１次項は、ブルーで示した jMP の結果と一致しませんでした。
　(3) のLINEST 関数で、x^2 を (x-15)^2に 変更したところ、オレンジ枠で示した２次項と、ブルー枠で示した１次項も、回帰係数と切片、t値、p値 が JMP の結果と一致しました。
　JMPでは、(x-15)^2　が基本になっていることを確認してください。これを中心化といいます。中心化については、次項で説明します。



要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p  値 F  比* p  値*
水準間 5.082 3 1.694 12.27 0.000

　1次 4.285 1 4.285 31.05 0.000 32.46 0.000
　2次 0.761 1 0.761 5.51 0.032 5.76 0.028
　LOF 0.036 1 0.036 0.26 0.616
残差 2.208 16 0.138 1.00
全体 7.290 19
残差* 2.244 17 0.132 1.00

JMP［モデルのあてはめ］
演習 2.2.1（中心化）

スライド46 の再比較
１次項の t値 5.697 の２乗値は

F 比 32.46と一致
5.6972= 32.46

表示 2.2.4

p.91
 

 
 

(x-15)^2 x const
-0.00195 0.0414 10.478 切片
0.000812 0.007267 0.1697 その標準誤差
0.692146 0.363326 #N/A 標準偏差

 19.11051 17 #N/A 残差自由度
5.0454 2.2441 #N/A 残差平方和

 -2.400 5.697 61.747
 0.028 0.000 0.000

表示 2.4.5
(x - 15)2 に修正した計算結果
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𝑡𝑡 𝜈𝜈 2= 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　スライド 46 を見返してください。 x と x^2 を y に LINEST 関数で回帰した結果、２次項の t 値、p 値は JMP の結果で一致しましたが、１次項では一致しませんでした。
　そこで、演習2.2.1で、中心化をして、 x と (x-15)^2 を y に LINEST関数で回帰しました。その結果が左上です。LINEST関数の１次項の t 値 5.697 の２乗値 32.46 は、F 比と一致しました。また、その p 値も一致しています。



（4）中心化

p.93
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「中心化」について説明します。



中心化
回帰式

Excelの結果（表示 2.2.1）

JMPの結果（表示 2.2.5）・・・中心化

Excelで得られた回帰式とJMPで得られた回帰式は、
表現方法が異なるが、両者は一致
𝑥𝑥2ではなく、 𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2を用いることを中心化という
JMPでは中心化を用いるのが標準（指定を解除可）

�𝑦𝑦 = 10.04 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

�𝑦𝑦 = 10.48 + 0.041𝑥𝑥 − 0.00195 𝑥𝑥 − 15 2

 = 10.48 + 0.041𝑥𝑥 − 0.00195 𝑥𝑥2 − 30𝑥𝑥 + 152

 = 10.04 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

平均値
⁄∑𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑁𝑁 =15

p.91
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　得られた回帰式は，表示2.2.1 の Excel と、表示2.2.5 の JMP で異なりました。しかし、表現方法が異なるだけで、JMP の式を展開すると Excel の回帰式と一致します。
　この２次項で、𝑥^2 ではなく (x－x-bar)^2 を用いることを「中心化」といいます。ここでの x-bar は 15 です。JMP では、中心化を用いるのが標準になっています。簡単に指定を解除できますが、これについては後で説明します。




�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

中心化
中心化と回帰分析

LINEST関数で、１次式、２次式（中心化なし）、
２次式（中心化あり）をあてはめて、
回帰式と回帰平方和 𝑆𝑆𝑅𝑅（モデルの平方和 𝑆𝑆𝑀𝑀）を比較

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

LINEST関数で 1 次式をあてはめた結果

p.94
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中心化

x const
回帰係数 1.7 -1.9

その標準誤差 0.44347 1.47083
寄与率 0.83046 1.40238

　　　　　　 F 比 14.6949 3
回帰平方和 28.9 5.9

𝑥̅𝑥 = 3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示2.2.7 の左半分の簡単な事例を用いて説明します。
　データは x が 1,2,3,4,5 で等間隔、この x^2 と中心化した (x－x-bar)^2 の列があり、y の列が 1,1,2,4,8 です。x-bar=3 です。これに、LINEST 関数で 1 次式と 2 次式（中心化なし）、２次式（中心化あり）を別々にあてはめて、回帰式とその回帰平方和 S(R) を求めます。ここでは、モデルの平方和を S(M) としてあります。S(R) と同じものです。 
　右下の LINEST 関数の出力は、x 列、y 列を使った回帰分析の結果です。LINEST 関数の x の範囲には、左上のオレンジ枠の範囲を指定します。１次の回帰係数が 1.70 で、切片が -1.90、回帰平方和は 28.90です。
　この結果を、オレンジ枠の１段目の式と平方和に表示してあります。




�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

中心化
中心化と回帰分析

LINEST関数で、１次式、２次式（中心化なし）、
２次式（中心化あり）をあてはめて、
回帰式と回帰平方和（モデルの平方和）を比較

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

LINEST関数で 2 次式をあてはめた結果、中心化なし

p.94
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中心化

x^2 x const
回帰係数 0.64286 -2.1571 2.60

その標準誤差 0.06389 0.39071 0.5127
寄与率 0.99672 0.23905 #N/A

　　　　　　 F 比 303.5 2 #N/A
回帰平方和 34.6857 0.11429 #N/A

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　同様にして、２段目の式と平方和は、x 列、x^2列、y 列を使った回帰分析の結果です。LINEST 関数の x の範囲にオレンジ枠の範囲を指定します。中心化しないで２次式をあてはめた結果です。



�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

中心化
中心化と回帰分析

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

LINEST関数で 2 次式をあてはめた結果、中心化あり

p.94
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中心化

1 4 1
2 1 1
3 0 2
4 1 4
5 4 8

𝑥𝑥       𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2        𝑦𝑦

書き換え

LINEST 関数の
x の範囲指定は

連続している
必要がある

(x-3)^2 x const
回帰係数 0.64286 1.7 -3.1857

その標準誤差 0.06389 0.07559 0.2814
寄与率 0.99672 0.23905 #N/A

　　　　　　 F 比 303.5 2 #N/A
回帰平方和 34.6857 0.11429 #N/A

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　３段目の式と平方和は、x 列、(x－x-bar)^2 列、y 列を使った回帰分析の結果です。この場合は、左下の表に作り換えて、LINEST 関数の x にオレンジ枠の範囲を指定します。x の範囲は連続している必要があるので下の表に書き換えます。中心化して２次式をあてはめた結果です。
　４段目の式と平方和は、(x－x-bar)^2 列、y 列を使った回帰分析の結果です。LINEST 関数の x には、左上の表のブルー枠の範囲を指定します。



中心化
中心化と回帰分析

2 次項の回帰係数はいずれの場合も同じ値＋0.64

1 次項の回帰係数は異なる
１次式：＋1.70
２次式：x2のとき －2.16（１次式と異なる、x とx2の相関係数が0.981 ）

(x − 3)2 のとき＋1.70（１次式と等しい、x と(x − 3)2の相関係数が0.000）

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

p.94
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中心化

中心化

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、２次式のあてはめで、２次項の回帰係数をみます。中心化に関係なく、2 次項の回帰係数は＋0.64です。



中心化
中心化と回帰分析

2 次項の回帰係数はいずれの場合も同じ値＋0.64

1 次項の回帰係数は異なる
１次式：＋1.70
２次式：x2のとき －2.16（１次式と異なる、x とx2の相関係数が0.981 ）

(x − 3)2 のとき＋1.70（１次式と等しい、x と(x − 3)2の相関係数が0.000）

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

p.94
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中心化

中心化
説明変数が直交していると
説明変数の回帰係数は
独立して求められる
→１次の係数は変わらない 説明変数間の

相関係数が 0
２つの変数は
直交している

直交

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　一方、1 次項の回帰係数は異なります。
　１次式では＋1.70です。
　２次式では、中心化しない場合は－2.16で１次式と異なります。一方、中心化した場合は＋1.70で１次式と同じです。
　この原因は、グリーン枠で示したように、x^2 のときは x との相関係数は0.981ですが、中心化すると x と (x-3)^2 との相関係数がゼロになるためです。このように、説明変数の間の相関係数がゼロのとき、２つの変数は「直交している」といいます。　
 説明変数が直交していると，その説明変数の回帰係数は独立して求められます。他の項の影響を受けません。




中心化
中心化と回帰分析

2 次項の回帰係数はいずれの場合も同じ値＋0.64

1 次項の回帰係数は異なる
１次式：＋1.70
２次式：x2のとき －2.16（１次式と異なる、x とx2の相関係数が0.981 ）

(x − 3)2 のとき＋1.70（１次式と等しい、x と(x − 3)2の相関係数が0.000）

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000
x  との

相関係数

 

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

                        

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.79

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

p.94
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中心化

説明変数間の
相関係数が 0
２つの変数は
直交している

個々の説明変数の
回帰による平方和の和
5.79+28.90 = 34.69

直交

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　４段目では、中心化した 2 次項だけのモデルをあてはめてみると，2 次項の回帰係数は同じ値で＋0.64です。
　2 次式のモデルの平方和 34.69 は，それぞれの説明変数だけの回帰による平方和 28.90 と 5.79 の和になっています。これも，中心化すると x との相関係数が ゼロ になるためです。




�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.76

中心化
xの分布が非対称の場合

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000

1.0 1.00 4.00 1
2.0 4.00 1.00 1
3.0 9.00 0.00 2
3.5 12.25 0.25 2
5.5 30.25 6.25 6

1.000 0.975 0.365

x  との
相関係数

x  との
相関係数

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦 �𝑦𝑦 = −2.73 + 2.04𝑥𝑥      𝑆𝑆𝑀𝑀 = 48.02
�𝑦𝑦 =  2.32 − 1.89𝑥𝑥 + 0.60𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 = −3.05 + 1.69𝑥𝑥 + 0.60 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 =  1.14 + 0.98 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.63

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

表示 2.2.7
（右）

p.94

中心化しても
回帰係数は
一致しない
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直交

直交していない

中心化して
回帰係数は

一致

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示2.2.7 の右のデータについて同様に回帰分析を行います。テキストは左右の関係ですが、スライドでは上下の関係になっています。
　上と下の事例の違いは、上の x=4 を下では x=3.5、上の x=5 を下では x=5.5 に変更してあります。こうすると、x と (x−3)^2 の相関係数はグリーン枠で示しように 0.365 で，0 になりません。したがって、上と異なり、下の場合は x と (x−3)^2 は直交していません。
　下のこのデータを回帰分析すると、２次項の回帰係数は同じ0.60ですが、ブルー枠で示した１次項の回帰係数は中心化しても等しくなりません。



xの分布が非対称の場合

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥      𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2   𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.76

中心化

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000

1.0 1.00 4.00 1
2.0 4.00 1.00 1
3.0 9.00 0.00 2
3.5 12.25 0.25 2
5.5 30.25 6.25 6

1.000 0.975 0.365

x  との
相関係数

x  との
相関係数

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦 �𝑦𝑦 = −2.73 + 2.04𝑥𝑥     𝑆𝑆𝑀𝑀 = 48.02
�𝑦𝑦 =  2.32 − 1.89𝑥𝑥 + 0.60𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 = −3.05 + 1.69𝑥𝑥 + 0.60 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 =  1.14 + 0.98 𝑥𝑥 − 3 2   𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.63

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

表示 2.2.7
（右）

x の分布が
左右対称

xの分布が
左右非対称

p.94

5.79+28.90 = 34.69

28.63+48.02 ≠ 57.19
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　　また、上の例では、x と (x-3)^2 の回帰モデルの平方和 34.69 は、それぞれの説明変数だけの回帰モデルの平方和 28.90 と 5.79 の和 5.79+28.90 = 34.69 の関係がありました。しかし、下の例では 28.63+48.02 は 57.19 にはなりません。これも、相関係数がゼロではないからです。



xの分布が非対称の場合

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥      𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2   𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.76

中心化

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000

1.0 1.00 4.00 1
2.0 4.00 1.00 1
3.0 9.00 0.00 2
3.5 12.25 0.25 2
5.5 30.25 6.25 6

1.000 0.975 0.365

x  との
相関係数

x  との
相関係数

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦 �𝑦𝑦 = −2.73 + 2.04𝑥𝑥     𝑆𝑆𝑀𝑀 = 48.02
�𝑦𝑦 =  2.32 − 1.89𝑥𝑥 + 0.60𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 = −3.05 + 1.69𝑥𝑥 + 0.60 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 =  1.14 + 0.98 𝑥𝑥 − 3 2   𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.63

回帰式 モデルの平方和
表示 2.2.7
（左）

表示 2.2.7
（右）

x の分布が
左右対称

xの分布が
左右非対称

p.94

68

0 1 2 3 4 5 6

平均 左右対称

左右非対称

5.79+28.90 = 34.69

28.63+48.02 ≠ 57.19

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上下とも、平均値は 3 です。上は x の分布が 1,2,3,4,5 であり、平均値 3 に対して左右対称です。ところが、下は x の分布が 1, 2. 3. 3.5. 5.5 であり、平均値 3 に対して左右非対称です。このため、下の場合、上のような１次項の係数の一致がなく、平方和 28.63+48.02 が 57.19 と一致しなくなります。




中心化
xの分布が非対称の場合

1 1 4 1
2 4 1 1
3 9 0 2
4 16 1 4
5 25 4 8

1.000 0.981 0.000

1.0 1.00 4.00 1
2.0 4.00 1.00 1
3.0 9.00 0.00 2
3.5 12.25 0.25 2
5.5 30.25 6.25 6

1.000 0.975 0.365

x  との
相関係数

x  との
相関係数

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

𝑥𝑥               𝑥𝑥2    𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥 2     𝑦𝑦

�𝑦𝑦 = −1.90 + 1.70𝑥𝑥       𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.90
�𝑦𝑦 =  2.60 − 2.16𝑥𝑥 + 0.64𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 = −3.19 + 1.70𝑥𝑥 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 34.69
�𝑦𝑦 =  1.91 + 0.64 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 =  5.76

�𝑦𝑦 = −2.73 + 2.04𝑥𝑥      𝑆𝑆𝑀𝑀 = 48.02
�𝑦𝑦 =  2.32 − 1.89𝑥𝑥 + 0.60𝑥𝑥2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 = −3.05 + 1.69𝑥𝑥 + 0.60 𝑥𝑥 − 3 2  𝑆𝑆𝑀𝑀 = 57.19
�𝑦𝑦 =  1.14 + 0.98 𝑥𝑥 − 3 2    𝑆𝑆𝑀𝑀 = 28.63

回帰式 モデルの平方和

x の分布が
左右対称

xの分布が
左右非対称

表示 2.2.7
（左）

表示 2.2.7
（右）

－1.89－2.04 = －3.93

1.69－2.04 = －0.35

p.94

１次式と２次式で、1次項の回帰係数は
中心化した方がより近い値になっている

69

中心化しても
回帰係数は一致しない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下の x が非対称の場合で、係数の大きさを詳しく比較します。
　２次式の１次項 x の係数は、中心化しても 1.69 で、１次式の 2.04 と一致しません。その変化量は −0.35　です。一方、中心化しない場合は回帰係数が 2.04 から −1.89 に変化するので、変化量は−3.93 です。つまり、中心化しても１次式と２次式で１次項の回帰係数は一致しませんが、中心化した方がより近い値になっています。



中心化
JMPの中心化を解除

［二変量の関係］
▼＞［その他のあてはめ］
＞［次数］の選択
［多項式の中心化］の

チェックを外す

p.95
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［多項式のあてはめ］ではない

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMPで多項式の中心化を外したい場合、［二変量の関係］では、散布図を描いた後、　▼のオプションから［多項式のあてはめ］ではなく、［その他のあてはめ］を選択します。多項式の［次数］を選択し、［多項式の中心化］のチェックを外して［OK］を押します。



中心化
JMPの中心化

［モデルのあてはめ］
▼＞［多項式の中心化］の

チェックを外す

p.95
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
［モデルのあてはめ］では、▼のオプションの一番上に［多項式の中心化］がありますから、このチェックマークを外します。



（5）最適条件の推定

p.95
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　



最適条件の推定
２次式からの最適条件の算出

薬の投与量 xと薬効 yの間に２次式をあてはめた

薬効 yを最大にする投与量 xoptを求めるには、
式(2.2.1)を微分して0と置く

そのときの yの値

�𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2
 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

𝑑𝑑 �𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑏𝑏1 + 2𝑏𝑏2𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 0

𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 =
−𝑏𝑏1
2𝑏𝑏2

=
−0.0999

2 × −0.00195
= 25.62

�𝑦𝑦𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜2 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1
−𝑏𝑏1
2𝑏𝑏2

+ 𝑏𝑏2
−𝑏𝑏1
2𝑏𝑏2

2

 = 𝑏𝑏0 − ⁄𝑏𝑏12 4𝑏𝑏2 = 10.039 − �0.09992 4 × −0.00195 = 11.32

y = -0.0019x2 + 0.0999x + 
10.039

9

10

11

12

0 10 20 30

y

x

表示2.2.1

(2.2.1)

p.95

(2.2.2)

(2.2.3)
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最大値がありそう

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　今回の事例では、薬の投与量 x と薬効 y の間に，2 次式（2.2.1）をあてはめました。右の図をみると、x=20 から 30 の間に最大値がありそうです。
　そこで、薬効 y を最大にする投与量 x(opt) は，式(2.2.1) を x について微分して0 と置いて変形すると求められます。微分に関する詳しい説明は省力しますが、式(2.2.2)が得られ、x(opt) は 25.62 になります。
　そのときの y(opt) の値は、式(2.2.3)から、11.32 になります。



最適条件の推定値

最適条件の推定

10.0

10.5

11.0

11.5

0 10 20 30 40

薬
効

（
y）

薬量（x）

𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 25.62

多項式

p.96

表示2.2.8 ２次式のモデルと真のモデル
�𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2
 = 10.039 + 0.0999𝑥𝑥 − 0.00195𝑥𝑥2

𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 25.62
�𝑦𝑦𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 11.32

(2.2.1)

�𝑦𝑦𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 11.32

実測値
（平均）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　得られた多項式から、x(opt)=25.62、y(opt)-hat=11.32 がえられました。
　これをグラフに落としてみると、妥当な解であることが分かります。



（6）モデルの妥当性の検討

p.96
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　



10.0

10.5

11.0

11.5

0 10 20 30 40

薬
効

（
y）

薬量（x）

モデルの妥当性の検討
多項式（２次式）のモデル

データにフィット、LOFは有意ではない（α=0.20）
薬効を最大にする投与量 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜を算出（右図の黒線）
それ以上投与すると薬効が低下

→ 投与量が多すぎると薬効が低下？

薬効を最大
にする投与量
𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 25.62

薬効が低下？

p.96

表示2.2.8 ２次式のモデルと真のモデル
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２次式

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　今回の事例では、2 次式をあてはめた結果、データによくあてはまり、LOF は有意ではありませんでした。右の図の黒い線です。２次式から薬効を最大にする投与量 x(opt) を算出できました。
　このモデルでは、最大値以上に投与すると薬効が低下しています。投与量が多すぎると薬効が下がるということは、やや不自然のようにも思います。このような事例として、投与量が多くなると副作用が生じるため寿命が短縮すること等が考えられます。しかし、いつもこのようなモデルが考えられるわけではありません。
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モデルの妥当性の検討
多項式（２次式）のモデル

データにフィット、LOFは有意ではない（α=0.20）
薬効を最大にする投与量 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜を算出（右図の黒線）
それ以上投与すると薬効が低下

→ 投与量が多すぎると薬効が低下？

非線形モデル
投与量が増すと上限値に接近するモデル
（右図の赤線、ymax = 11.35 に接近する曲線）
データにフィット
生化学的，薬物動態学的に妥当である場合が多い
このモデルは通常の最小2 乗法では求められない
（第３部「非線形モデル」で詳しく取り上げる）

𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 25.62

非線形モデル

p.96

表示2.2.8 ２次式のモデルと真のモデル
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２次式

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　多項式のモデルではなく、非線形モデルをあてはめる場合もあります。たとえば、薬効には上限があり，投与量が増えると上限値に接近するというモデルが適していることの方が多いのです。
　試しに、ここに取り上げたデータに，上限のあるモデルをあてはめると表示2.2.8 の赤い点線の曲線が得られます。投与量が増すと上限値 y(max)=11.35 に接近する曲線です。このモデルもデータによくあてはまっています。こちらのモデルの方が、生化学的，薬物動態学的に妥当である場合が多いようです。
　このようなモデル式は複雑であるため，これまで説明してきた通常の最小2 乗法では求めることができません。その具体的な解析方法は第3部「非線形モデル」で詳しく取り上げられます。



10.0

10.5

11.0

11.5

0 10 20 30 40

薬
効

（
y）

薬量（x）

モデルの妥当性の検討
多項式（２次式）のモデル

データにフィット、LOFは有意ではない（α=0.20）
薬効を最大にする投与量 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜を算出（右図の黒線）
それ以上投与すると薬効が低下

→ 投与量が多すぎると薬効が低下？

非線形モデル
投与量が増すと上限値に接近するモデル
（右図の赤線、ymax = 11.35 に接近する曲線）
データにフィット
生化学的，薬物動態学的に妥当である場合が多い
このモデルは通常の最小2 乗法では求められない
（第３部「非線形モデル」で詳しく取り上げる）

p.96

表示2.2.8 ２次式のモデルと真のモデル
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多項式（2 次、3 次以上）のあてはめは，
十分慎重に検討する（便宜的手法）
実験の範囲を超えてy を推定すること
（外挿する）ことは避ける

𝑥𝑥𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 25.62

非線形モデル

２次式

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上のような理由から、2 次、3 次以上の多項式のあてはめには十分慎重に検討する必要があります。この手法は、便宜的手法であることをよく理解し、実験の範囲を超えてy を推定すること、すなわち外挿することは避けるべきです。




まとめ
量的因子の１因子実験

因子の影響が直線的ではない場合に２次式（多項式）をあてはめる
これは便宜的な対応であることを十分理解して用いる

さらなる発展
第３部「非線形モデル」で、非線形回帰分析を詳しく取り上げる

p.96
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