
4 共分散分析
4.2 解析手順

1

テキスト
芳賀敏郎（2014）医薬品開発のための統計解析

第２部 実験計画法 改訂版、サイエンティスト社、p.294

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第２部　実験計画法　改訂版」　を使用します。




第２部 実験計画法
１因子実験・・・質的因子 1.1繰り返し数が等しい場合、1.2 繰り返し数が異なる場合

1.3 多重比較、1.4 ばらつきを特性値とする実験
1.5 ノンパラメトリック検定

量的因子 2.1 直線関係の場合、2.2 非直線関係の場合
2.3ダミー変数による質的因子の効果の推定

乱塊法・・・・・3.1 質的因子の乱塊法、3.2 量的因子の乱塊法、3.3 欠測値のある場合
共分散分析・・・4.1 共分散分析の目的、4.2 解析手順、4.3医薬品開発における共分散分析の例
２因子実験・・・5.1 ２因子実験の基礎、5.2 質的因子×質的因子、5.3 質的因子×量的因子

5.4 質的因子×量的因子（変形）、5.5 量的因子×量的因子
多因子実験・・・6.1 多因子実験の基礎、6.2 スクリーニング計画、6.3 応答曲面計画
変量模型ほか・・7.1 １因子実験、7.2 枝分れ実験、7.3 乱塊法の拡張、7.4 経時データ、7.5 交差試験
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本章では、共分散分析を取り上げています。
　ここでは、共分散分析の解析手順を説明します。



4.2 解析手順

（1）平均年収の単純な比較
（2）年齢と年収の関係
（3）傾きを共通とする回帰直線
（4）LINEST 関数による解析
（5）会社間の差の推定と検定
（6）分散分析
（7）JMP による解析
（8）傾きの差の検定
（9）共分散分析の利点
（10）共分散分析の適用上の注意
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テキストの
該当ページ

p.136

★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

使用するファイル
Excelファイル：「DE改4-共分散.xlsm」
JMP ファイル：「4-共分散1.jmp」
サイエンティスト社のホームページから
ダウンロード

JMP 10.0.2 の出力を表示

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの 136 ページを開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。　
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。





事例：３つの会社の年収（前節）
３つの会社（A1, A2, A3）の年収を比較
最も年収の高い会社に就職したい
３社の従業員をランダムに10人抽出
年収と年齢を調査

年収の平均値は、A3社が最も高く 800.8
A1 社と A2社はほぼ同程度で、A3より低い

→ A3社を選びますか？

３社で平均年齢にも差がある
データ解析の第１歩はグラフ化

→ 年収と年齢の散布図

はじめに
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表示4.1.1年収の比較調査の結果

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 684 692 723 34 34 34
2 788 712 762 33 34 39
3 764 700 883 34 37 37
4 836 843 678 37 43 29
5 606 748 699 29 37 33
6 696 580 830 26 32 36
7 766 837 900 37 46 41
8 862 667 835 38 36 37
9 606 805 905 32 41 45

10 708 689 793 31 35 39
平均 731.6 727.3 800.8 33.1 37.5 37.0

年収 年齢

A2 ≈ A1 < A3

（A1 、 A2 、 A3 ）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この節で使う事例は、前節で説明した会社の事例です。ここで、前節を復習します。
　３つの会社（A1, A2, A3）の年収を比較して、最も年収の高い会社を選びます。そのために、３社から従業員をランダムに 10 人抽出して、その年収と年齢を調査しました。その結果が、表示4.1.1 です。
　オレンジ枠で示したように、10人の年収の平均値が最も高い会社は A3 社で 800.8 でした。A1 社は 731.6、 A2 社は 727.3 で、ほぼ同程度であり、A3社よりも低い値です。一方、ブルー枠で示したように、３社の平均年齢にも差があるようです。
　この結果から、A3 社を年収が最も高い会社として選んでよいでしょうか。
　データ解析の第１歩はグラフ化です。そこで、年収と年齢の関係を散布図で確認します。
　なお、「A1」と「下付きの１ が付いた A」は同じことを表しています。以降の説明の中で、混在していますから、適宜、読み替えてください。




はじめに
事例：３つの会社の年収（前節）

単純に３社の平均年収を比較
A2 ≈ A1 < A3

散布図から、同じ年齢（35才）で年収を比較と
A2 < A1 ≈ A3

単に平均年収だけを比較するだけでなく、
年収に影響する年齢も考慮して解析、総合的に判断

↓
その手段の一つに「共分散分析」がある
会社：制御因子、年齢：補助因子（共変量）
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表示 4.1.2 

A1 A2

A3

会社の給与体系
→ 会社の年収の差

会社の年齢構成

p.136

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　　右のような散布図が得られます。横軸が年齢、縦軸が年収、３社で色とマーカーを違えて区別できるようになっています。それぞれの確率楕円を描いてあります。前のスライドで、単純に３社の平均年収を比較すると、A2≈A1<A3 でした。このグラフの中の 35 才の縦線で３社の年収を比較すると、A2<A1≈A3 です。異なる結果が得られました。
　つまり、会社の年収の差は、会社の給与体系のほかに、会社の年齢構成も大きく影響しているようです。単に平均年収だけを比較するだけでなく、　年収に影響する年齢という要因も考慮して解析し、総合的に判断する必要があります。これを行う手段の一つに「共分散分析」があります。
　共分散分析では、解析の目的となる因子「会社」を制御因子、「年齢」を補助因子、または共変量といいます。この意味については、後で説明します。
　そこで、この事例を使って共分散分析の解析手順を説明していきます。



はじめに
共分散分析の要点の一つ

共分散分析の分散分析表
会社間の平方和と年齢の平方和の計は、モデル（会社＋年齢）の平方和と一致しない
共分散分析の仕組みを理解するために、回りくどい説明になっている
（「 3.3 欠測値のある場合」と強い関連性がある）
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表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

制御因子と補助因子の平方和の計
39101+127434 = 166535

  ≠ 161466

共分散分析のモデルの平方和

p.136

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、共分散分析で理解するべき要点の一つを先に示しておきます。
　この表示4.2.7 は共分散分析の分散分析表です。一見、通常の分散分析表で、縦に並んだ平方和の数値には整合性があるように見えます。しかし、制御因子の「会社間」の平方和と、補助因子の「年齢」の平方和の計は 166535、共分散分析のモデル「会社＋年齢」の平方和は 161466 で一致していません。なぜ一致しないのか、これを理解することが、共分散分析を理解する要点の一つです。これを含めて、共分散分析の解析手順を理解するために、説明が回りくどいと感じるかんもしれません。
　これを了解して、学習してください。
　なお、3.3 節の乱塊法における「欠測値のある場合」と関連性がありますので、3.3節で学習したことを見返してから本節を学習することをお勧めします。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-3.pdf


（1）平均年収の単純な比較

３社の平均年収の比較
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まずは、３社の平均年収を単純に比較します。



Excelファイルの読み込みと表示
Excel ファイル「DE改4-共分散.xls」、名前ボックスから「表示4.2.1」（Fig42_01）を選択

平均年収の単純な比較
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表示4.2.1 年収の分散分析表と平均値の差の検定
分散分析表

A1 A2 A3 要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
1 684 692 723 会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
2 788 712 762 残差 192410 27 7126 1.000
3 764 700 883 全体 226441 29
4 836 843 678
5 606 748 699 A1 A2 A3
6 696 580 830 平均 731.6 727.3 800.8
7 766 837 900 平均の差 -4.3 69.2
8 862 667 835 差の標準誤差
9 606 805 905 t 値 -0.114 1.833

10 708 689 793 p 値 0.910 0.078
平均 731.6 727.3 800.8

年収

37.8

基準 質的因子
（会社）の
１因子実験

t 検定
A1 と A2
A1 と A3

3 社の
10 人の

年収と平均

表示4.1.1（一部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「DE改4-共分散.xls」を読み込み、名前ボックスから「表示4.2.1」（Fig42_01）を選択します（操作）。
　テキストにはありませんが、表示4.1.1 の３つの会社の 10 人の年収とその平均値を示しました。
　右上に質的因子（会社）の１因子実験として計算した分散分析表があります。その下に A1 社を基準としてA1 と A2 社、A1 と A3 社を比較した t 検定の結果が表示されています。�　�



分散分析
質的因子（会社）の１因子実験：分散分析の結果（§1.1 p.23）、３社の年収には有意差がない

平均年収の単純な比較
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表示4.2.1 年収の分散分析表と平均値の差の検定
分散分析表

A1 A2 A3 要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
1 684 692 723 会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
2 788 712 762 残差 192410 27 7126 1.000
3 764 700 883 全体 226441 29
4 836 843 678
5 606 748 699 A1 A2 A3
6 696 580 830 平均 731.6 727.3 800.8
7 766 837 900 平均の差 -4.3 69.2
8 862 667 835 差の標準誤差
9 606 805 905 t 値 -0.114 1.833

10 708 689 793 p 値 0.910 0.078
平均 731.6 727.3 800.8

年収

37.8

質的因子
（会社）の
１因子実験

表示4.1.1（一部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分散分析については、これまで何度となく説明してきたので、計算方法などの詳細を省略します。不安な方は、§ 1.1 を参照してください。
　オレンジ枠で示したように、会社間の F 比は 2.388 、p 値は 0.111 であり、会社間の年収に有意差はありません。�

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


個別の平均値の比較
A1社を基準として A2社、A3社と比較（§ 1.1 p.16、第１部 §1.3 p.23）
A1社と A2社はまったく有意ではない
A1社と A3社は有意に近い
（多重性を考慮していない）

平均年収の単純な比較
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表示4.2.1 年収の分散分析表と平均値の差の検定
分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
残差 192410 27 7126 1.000
全体 226441 29

A1 A2 A3
平均 731.6 727.3 800.8
平均の差 -4.3 69.2
差の標準誤差
t 値 -0.114 1.833
p 値 0.910 0.078

37.8

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦2 − �𝑦𝑦1 = 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦3 − �𝑦𝑦1

=
1
𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑒𝑒 +

1
𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑒𝑒 =

2
10

× 7126 = 37.8

𝑡𝑡 =
−4.3
37.8

= −0.114

 𝑝𝑝 = T. DIST. 2T ABS −0.114 , 27 = 0.910

A2社－A1社
の t値

Excel関数

基準

共通
t 検定

A1 と A2
A1 と A3

誤差分散

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　右下にある t 検定の結果は、A1 社と A2 社の平均値の差、 A1 社と A3 社の平均値の差の検定結果です。この計算方法についても、度々説明してきました。§ 1.1、第１部 §1.3 を参照してください。
　t 検定に用いる「平均値の差の標準誤差」の計算方法を説明します。A1 と A2 社、 A1 と A3 社の平均値の差の標準誤差（オレンジ枠）は、ブルー枠で示した共通の平均平方（誤差分散）を用い、いずれも繰り返し数が 10 なので、ここに示した敷で求められます。分散の加法性から平均値の差の分散を求め、その平方根が標準誤差になり、37.8 が得られます。A1 と A2 の比較、A1 と A3 の比較ともに、標準誤差は同じです。
　グリーン枠で示したように、A1 と A2 の比較では、この標準誤差 27.8 で平均値の差を割って t 値を求めて－0.114、Excel の T.DIST.2T 関数を使って p 値を求めると、 0.910 が得られます。同様にして、A1 と A3 の t 値は 1.833、p 値は 0.078 です。
　したがって、A1 社と A2 社の差はまったく有意ではなく、A1 社と A3 社は有意に近いという結果です。なお、この検定は多重性を考慮していません。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-3.pdf


この解析の問題点
分散分析、個別の平均値の比較（単純な比較）
３社の年収には有意差がない
A1社と A2社はまったく有意ではない
A1社と A3社は有意に近い

問題点
（a）３社の年収平均の差には，
平均年齢の違いによる影響が含まれる
３社で年齢別の年収に差があった場合、
結論を誤る危険がある

（b）残差平方和 Se = 192410 の中には
年齢による年収の違いの影響が含まれる
第2 種の誤り（差を見逃す）の危険が増加

平均年収の単純な比較

11

p.136

表示4.2.1 年収の分散分析表と平均値の差の検定
分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
残差 192410 27 7126 1.000
全体 226441 29

A1 A2 A3
平均 731.6 727.3 800.8
平均の差 -4.3 69.2
差の標準誤差
t 値 -0.114 1.833
p 値 0.910 0.078

37.8 (1) 平均年齢の
違いによる影響
が含まれる

(2) 年齢による年収の違いの影響
が含まれる→誤差を過大評価

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上、平均年収の単純な比較を行い、分散分析の結果、３社の年収には有意差がありませんでした。また、個別にペアで平均値を比較し、　A1 社と A2社 はまったく有意ではなく、A1 社と A3 社は有意に近いという結果が得られました。
　これらの解析結果には、２つの問題点があります。
　(a) 各会社の年収平均の差には，平均年齢の違いによる影響が含まれるため、その影響で差が拡大している可能性があります。仮に、各会社で年齢別の年収に差があった場合、年収の差は年収そのものの差なのか、年齢の差なのか区別できないので、結論を誤る危険があります。
　(b) 分散分析の F 比の分母になる平均平方や，平均値の差の標準誤差を計算するために、残差平方和 S(e) = 192410 を用いました。この中には年齢による年収の違いの影響が含まれます。そのために，誤差を過大に評価している可能性があり、第2種の誤りの危険、つまり差を見逃す危険が増えるという問題があります。�



（2）年齢と年収の関係

年齢の影響を評価
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、年齢の影響がどれだけあるのか確かめるために、年齢と年収の関係を見てみましょう。



A1: y = 16.419x + 188.13
A2: y = 16.905x + 93.371
A3: y = 15.343x + 233.12
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散布図（Excel）
３社ごとに、
年収と年齢を回帰分析

Excelの散布図と回帰直線の描画
［近似曲線の追加］
＞［線形近似］
［グラフに数式を表示する］
〇：A1 ×：A2 △：A3

作成のために Excelシートの
表示 4.2.2の隣にある表を利用
「表示4.2.2作成のための表」

年齢と年収の関係
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表示 4.2.2 年齢と年収の関係

A1

A2

A3

［近似曲線の追加］

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「DE改3-乱塊法.xls」で、表示4.2.2を表示します（操作）。
　３社の年収と年齢について、Excel で描いた散布図です。横軸は年齢、縦軸は年収、３社ごとに色とマーカーで区別してあります。記号は、〇：A1社　×：A2社　△：A3社です。ちなみに、〇、×、△は、書くときの筆遣いで1、2、3に対応しています。
　各会社ごとに「近似曲線の追加」のオプションで回帰直線を引き，回帰式が表示されています。
　Excel でこの散布図を作成するためには、同じシートにある「表示4.2.2 作成のための表」を利用して散布図を作成していますから確認してください。



A1: y = 16.419x + 188.13
A2: y = 16.905x + 93.371
A3: y = 15.343x + 233.12
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散布図（Excel）
３社ごとの回帰直線はほぼ平行
３社の傾き b1はほぼ等しい

３社ごとの重心の位置を表示
（平均年齢,  平均年収）
A1社：（33.1,  731.6）
A2社：（37.5,  727.3）
A3社：（37.0,  800.8）

３社間で重心の位置は異なる
年収より年齢に大きな差が認められる

年齢と年収の関係

14

p.137

表示 4.2.2 年齢と年収の関係
重心

（平均年齢、平均年収）

𝑦𝑦 = 188.13 + 16.419𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 93.371 + 16.905𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 233.12 + 15.343𝑥𝑥

A1

A2

A3

A1

A3

A2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　３社の回帰直線はほぼ平行です。
　３社の回帰式がぞれぞれ得られました。傾き b1 は、16.419、16.905、15.343 です。ほぼ等しいことが分かります。
　３社の重心の位置、すなわち（平均年齢、平均年収）の座標に、「＋」マークがあります。　A1 社は（33.1,  731.6）、A2 社は（37.5,  727.3）、A3 社は（37.0,  800.8）です。３社間で重心の位置が異なります。平均年収よりも、平均年齢の方に、より大きな差があります。



A1: y = 16.419x + 188.13
A2: y = 16.905x + 93.371
A3: y = 15.343x + 233.12
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散布図（Excel）
３社間で重心の位置が異なる
年齢に差があるので、
年齢を揃えて年収を比較すると
異なる結論が得られる可能性あり

切片 b0自体には意味はない
（0歳の年収）

ただし、重要な役割がある

年齢と年収の関係
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表示 4.2.2 年齢と年収の関係

𝑦𝑦 = 188.13 + 16.419𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 93.371 + 16.905𝑥𝑥
𝑦𝑦 = 233.12 + 15.343𝑥𝑥

重心
（平均年齢、平均年収）

A1

A3

A2

A1

A2

A3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　３社の重心の位置に差があり、年齢により大きな差があるため、年齢を揃えて年収を比較すると異なる結論が得られる可能性があります。　�　なお、式の中でオレンジで示した切片　b0 、すなわち 188.13、93.371、233.12 は，年齢が 0 歳の年収に相当します。したがって、この場合は切片の数値自体に意味がありません。ただし、後で説明するように、重要な役割があります。



年齢と年収の関係
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込み

データ
表示 4.1.1のデータ

16
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「会社」で
色とマーカー
による識別

表示4.1.1年収の比較調査の結果

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 684 692 723 34 34 34
2 788 712 762 33 34 39
3 764 700 883 34 37 37

年収 年齢

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP で同じグラフを作成してみましょう。ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込んでください（操作）。
　このデータは、表示 4.1.1 と同じ会社の年収と年齢のデータで、縦に並び替えた表です。列名は「会社」「年齢」「年収」です。
　



年齢と年収の関係
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込み

データ
表示 4.1.1のデータ

解析
［分析］＞［二変量の関係］

［Y, 目的変数］：「年収」
［X, 説明変数］：「年齢」

▼＞［グループ別...］＞「会社」
▼＞［直線のあてはめ］

17
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「会社」で
色とマーカー
による識別

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［分析］＞［二変量の関係］で、［Y, 目的変数］に「年収」、［X, 説明変数］に「年齢」を設定して実行します（操作）。
　作成された散布図では、　前節で説明したように、「会社」の列で色とマーカーによる識別が設定されているので、3社のプロットした観測値を区別できます。
　オプション▼＞［グループ別...］＞「会社」を設定します。そして、同じオプションから　▼＞［直線のあてはめ］を選択すると回帰直線が描画されます（操作）。



（3）傾きを共通とする回帰直線

共分散分析の重要な前提

18

p.137

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　共分散分析の重要な前提として、傾きを共通とする回帰直線を考えます。



傾きを共通とする回帰直線
３社によって傾きが異なる場合

基準とする年齢で結論が異なる→  問題が複雑化

３社で傾きが同じである場合
３社に共通の傾きをもった回帰直線が引ける
年齢の影響を受けずに、鉛直距離で差を推定できる

→ 切片 b0の値の差が会社間の差となる

鉛直距離
縦軸に平行な直線の長さ
昔は鉛の重りを付けたヒモを
ぶら下げて測定したので、
鉛の文字が入っている

19
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鉛直距離

傾きが異なる

傾きが同じ

𝑏𝑏01

𝑏𝑏02

𝑏𝑏03

外挿

極端な例

大小関係
が逆転

結論が
異なる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　３社の傾きが異なる場合と、３社の傾きが同じ場合を考えてみます。
　右上の図のように、３社で傾きが異なる場合、比較する年齢で結論が異なり、高い年齢において大小関係が逆転しています。問題が複雑化しています。なお、このグラフは、これまで説明してきた「会社の年収」の事例ではなく、差が極端な事例を示しています。
　一方、右下の図のように、３社で傾きが同じである場合、３社に共通の傾きをもった回帰直線が引けます。つまり、どの年齢で比較しても３社を比較した結論は同じです。この条件であれば、年齢の影響を受けずに、鉛直距離で会社の差を推定できます。鉛直距離というのは、縦軸に平行な直線の長さです。したがって、年齢 0 の方に外挿すると、平行な回帰直線の切片 b0 の値の差が会社の差になります。   
　なお、鉛直距離は、縦軸に平行な直線の長さです。昔は鉛の重りを付けたヒモをぶら下げて測定したので、鉛の文字が入っています。
　
                       



傾きを共通とする回帰直線
３社によって傾きが異なる場合

基準とする年齢で結論が異なる→  問題が複雑化

３社で傾きが同じである場合
３社に共通の傾きをもった回帰直線が引ける
年齢の影響を受けずに、鉛直距離で差を推定できる

→ 切片 b0の値の差が会社間の差となる

共分散分析の前提
「傾きが同じである」ということは、
共分散分析の前提となる極めて重要な前提
共分散分析に先立ち、十分な確認が必要
（傾きの検定は（8）で解説）

20
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鉛直距離

傾きが異なる

傾きが同じ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　したがって、共分散分析の前提として、「傾きが同じ」であることは、極めて重要です。共分散分析に先立ち、各水準の傾きが同じと見なせるか、十分な確認が必要です。これについては、（8）で詳しく解説します。　



傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出（公式を利用）

第 i水準の xの平方和 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖と、xと yの積和 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖から
i水準の傾き b1i、共通の傾き b1は、以下の式から求められる（第１部 §4.3 p.233）

niは第 i水準の繰り返し数、 jは繰り返し番号、繰り返し数が異なる場合にも拡張ができる
（会社の事例は 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 10）
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第 i 水準の傾き b1i 

共通の傾き b1 因子A の水準数 3

（4.2.1）

x の平方和x, y の積和

p.138

第 i水準の繰り返し数
𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖：観測値
�𝑦𝑦𝑖𝑖�：i の平均、A𝑖𝑖社の平均
�𝑦𝑦��：総平均、３社の総平均

A𝑖𝑖社の平均

繰り返し番号

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、３社の傾きが等しいという前提で、データから共通の傾き（回帰係数）を算出します。
　先ず、個々の回帰直線の傾きの求め方です。第 i 水準の x の平方和を S(xy,i)、第 i 水準の x と y の積和を S(xy,i) とすると、第 i 水準の傾き b(1i) は、x,y の積和を x の平方和で割って求められます。
　ここで、n(i) は第 i 水準の繰り返し数、 j は繰り返し番号です。水準ごとに繰り返し数が異なる場合にも拡張ができるように記述されています。この会社の事例では、すべての水準で繰り返し数が10です。x(ij) 、y(ij) は観測値です。x(i・)-bar、y(i・)-bar は i の平均値、会社の事例では A(i) 社の平均値です。x(・・)-bar、y(・・)-bar は 3 社を合わせた総平均です。
　この計算方法については、第１部の §4.3 で説明がありました。
　これを基にして、共通の傾き b(1) は、x と y の積和の合計を、x の平方和の合計で割って求められます。a は因子A の水準数で、会社の事例では 3 です。これを式(4.2.1)とします。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：公式を利用

第 i水準の xの平方和 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖と、xと yの積和 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖から
第 i水準の傾き b1i、共通の傾き b1は、以下で求められる（第１部 §4.3 p.233）

niは第 i水準の水繰り返し数、 jは繰り返し番号、繰り返し数が異なる場合にも拡張ができる
（事例は、𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 10）
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第 i 水準の傾き b1i 

共通の傾き b1 

（4.2.1）

p.138

第 i水準の繰り返し数

具体的に、３社の事例の場合は以下の式になる

𝑏𝑏1 =
𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3

以下の式ではないことに注意

𝑏𝑏1  = ��
𝑖𝑖=1
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因子A の水準数 3

３社の総平均
𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖：観測値
�𝑦𝑦𝑖𝑖�：i の平均、A𝑖𝑖社の平均
�𝑦𝑦��：総平均、３社の総平均

A𝑖𝑖社の平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　具体的に、３社共通の傾き b1 を求める式は、吹き出しの上の式になります。
　なお、共通の傾きを求める式は、この吹き出しの下の式ではないことに注意してください。オレンジで示したように、吹き出しの中は、３社を込みにして、３社の総平均 x(..)-bar と y(..)-bar を使っています。そうではなく、式(4.2.1)では、３社ごとの平均 x(i.)-bar、y(i.)-bar を使っているところが異なります。これについは、この項の最後にもう一度説明します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


３社共通の傾き（回帰係数）の算出：公式を利用

A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 684 692 723 34 34 34 1 -48 -35 -78 0.9 -3.5 -3.0
2 788 712 762 33 34 39 2 56 -15 -39 -0.1 -3.5 2.0
3 764 700 883 34 37 37 3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 836 843 678 37 43 29 4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 606 748 699 29 37 33 5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 696 580 830 26 32 36 6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 766 837 900 37 46 41 7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 862 667 835 38 36 37 8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 606 805 905 32 41 45 9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 708 689 793 31 35 39 10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
平均 732 727 801 33.1 37.5 37.0 平均 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

年収 年齢 年収 年齢

傾きを共通とする回帰直線
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𝑥𝑥3,10−𝑥̅𝑥3�
= 39 − 37.0
= 2.0

（4.2.1）
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　では、式(4.2.1)を使って、実際に３社共通の傾きを計算してみましょう。
　左の表は、各社の年齢 x と年収 y の観測値 x(ij)、y(ij) です。最下段は、その平均値 x(i・)-bar、 y(i・)-bar です。
　右の表は、観測値 x(ij) から３社ごとの平均 x(i・)-bar を引いた値、y(ij) から３社ごとの平均 y(i・)-bar を引いた値です。n(i) は第 i 水準の繰り返し数、j は繰り返し番号です。この表では、i が１～3、j が 1 ～10 を取ります。 
　たとえば、左の表のオレンジ枠で示したように、年齢で、 A3 社の 10 番目の人は x(3,10)－x(3・)-bar=39－37.0=2.0 になります。この値が右の表のオレンジ枠にあります。したがって、ブルー枠で示したように、右の表の縦の平均値は 0 です。
　オレンジの矢印で示したように、右の表の年収と年齢の列が、式(4.2.1) の括弧の中と対応しています。
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𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
2

 =
𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3
=

2116 + 3017 + 2731
128.9 + 178.5 + 178.0

 = 16.203
 

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 = −48 × 0.9 + 56 × −0.1 + ⋯+ −24 × −2.1
 = 2116
𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 = 0.92 + −0.1 2 + 0.92 + ⋯+ −2.1 2 = 128.9

傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：公式を利用
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖から各会社の平均を引いた値

24

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 -48 -35 -78 0.9 -3.5 -3.0
2 56 -15 -39 -0.1 -3.5 2.0
3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
平均 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

年収 年齢
𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
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（4.2.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(4.2.1) を、シグマを使わないで表すと ３段目の式になります。
　たとえば、i=1 の x と y の積和 S(xy,1) は、オレンジ枠とブルー枠で示した列を使って 2116 になります。i=1 の x の平方和 S(xx,1) は、オレンジ枠で示した列をつかって 128.9 になります。
　このようにして、b(1)=16.203 が得られます。



傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：公式を利用
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=

2116 + 3017 + 2731
128.9 + 178.5 + 178.0

 = 16.203
 

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 = −48 × 0.9 + 56 × −0.1 + ⋯+ −24 × −2.1
 = 2116
𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 = 0.92 + −0.1 2 + 0.92 + ⋯+ −2.1 2 = 128.9

（4.2.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(4.2.1) では、観測値 x(ij) から平均 x(i・)-bar を引いた値と、観測値 y(ij) から平均 y(i・)-bar を引いた値が使われます。この意味をグラフから考えます。
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傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：重心の移動
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖から各会社の平均を引いた値
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A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 -48 -35 -78 0.9 -3.5 -3.0
2 56 -15 -39 -0.1 -3.5 2.0
3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
平均 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

年収 年齢

表示 4.2.3 平均値を補正した散布図と回帰直線
（年齢と年収から各会社の平均値を引いた値）

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

各社の重心は（0, 0）

p.139

各社の重心は
原点（0, 0）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.3　は、このオレンジ枠で示した年齢の (x(ij)−x(i∙)-bar ) を横軸に取り、ブルー枠で示した年収の (y(ij)−y(i∙)-bar) を縦軸に取っています。３社で、年齢と年収の平均がゼロですから、３社の重心は原点になります。
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傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：重心の移動
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖から各会社の平均を引いた値

27

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 -48 -35 -78 0.9 -3.5 -3.0
2 56 -15 -39 -0.1 -3.5 2.0
3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
平均 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

年収 年齢
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𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

表示 4.2.3 平均値を補正した散布図と回帰直線
（年齢と年収から各会社の平均値を引いた値）

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�
３社の重心の位置(＋)を
原点（0, 0）に平行移動

↓
３社の平均年齢と平均年収が
同じ位置（原点）になった
（x、y の比率は不変）

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

各社の重心は（0, 0）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　つまり、３社の重心の位置、＋マークを原点（0, 0）に移動したことになります。観測値 x と y からそれぞれの平均値を引いたので、横軸と縦軸に沿った平行移動になります。x と y の比率は変わっていません。これは、平均年齢と平均年収が３社で同じ位置になるように補正したことになります。
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傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：重心の移動
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖から各会社の平均を引いた値
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A1 A2 A3 A1 A2 A3
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3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
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年収 年齢
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𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

表示 4.2.3 平均値を補正した散布図と回帰直線
（年齢と年収から各会社の平均値を引いた値）

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

３社の回帰直線

各社の重心は（0, 0）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel の［近似曲線のあてはめ］を使って３社ごとに回帰直線を引くと、原点を通る３本の回帰直線が得られます。３社で傾きは異なります。ここに、３社を区別せずに、１本の回帰直線を引きます。



y = 16.203x + 3E-14
R2 = 0.6623
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表示 4.2.3 平均値を補正した散布図と回帰直線
（年齢と年収から各会社の平均値を引いた値）

傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：重心の移動
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖から各会社の平均を引いた値
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A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 -48 -35 -78 0.9 -3.5 -3.0
2 56 -15 -39 -0.1 -3.5 2.0
3 32 -27 82 0.9 -0.5 0.0
4 104 116 -123 3.9 5.5 -8.0
5 -126 21 -102 -4.1 -0.5 -4.0
6 -36 -147 29 -7.1 -5.5 -1.0
7 34 110 99 3.9 8.5 4.0
8 130 -60 34 4.9 -1.5 0.0
9 -126 78 104 -1.1 3.5 8.0

10 -24 -38 -8 -2.1 -2.5 2.0
平均 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

年収 年齢

３社を込みにして
引いた回帰直線

p.139

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖� 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

≒ 0

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

各社の重心は（0, 0）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　３社を込みにして引いた回帰直線とその回帰式が得られます。回帰式には切片が表示されていますが、限りなくゼロに近い値ですから、原点を通る直線です。



傾きを共通とする回帰直線
３社共通の傾き（回帰係数）の算出：重心の移動

得られた回帰式

元の軸の回帰式に変形する
（xと yは元の軸の平均値を引いた値）

30

𝑦𝑦 = 16.203𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖� = 16.203 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

↓

 �𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖= �𝑦𝑦𝑖𝑖� + 16.203 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
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表示 4.2.3 平均値を補正した散布図と回帰直線
（年齢と年収から各会社の平均値を引いた値）
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（4.2.1）

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

予測値

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　求められた回帰式は 1 段目の式 y=16.203x になります。
　この式を元の軸の回帰式に戻します。この表示4.2.3 の横軸と縦軸が，それぞれ，x(i・)-bar と y(i・)-bar を引いた値であることから、２段目の式になります。この 16.203 が，式(4.2.1) から計算される共通の傾き b1 です。
 この式を、「y(ij)＝」 の形の回帰式に変形します。なお、この y は 回帰直線上の y の予測値であるため、y-hat　と表しておきます。



傾きを共通とする回帰直線
３社の切片の比較

回帰式

31

表示 4.2.4 年齢差を補正した年収の比較

p.139

A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1
𝑏𝑏0𝑖𝑖

�𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑦𝑦𝑖𝑖� + 16.203 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
�𝑦𝑦1𝑗𝑗 = �𝑦𝑦1� + 16.203 𝑥𝑥1𝑗𝑗 − 𝑥̅𝑥1�
 = 731.6 + 16.203 𝑥𝑥1𝑗𝑗 − 33.1
 = 195.3 + 16.203𝑥𝑥1𝑗𝑗
 

�𝑦𝑦2𝑗𝑗 = 119.7 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗
�𝑦𝑦3𝑗𝑗 = 201.3 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗

A1社

A2社
A3社

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前のスライドで得られた回帰式を、会社ごとの回帰式に変形します。
　たとえば、A1 社の i =1 場合、表示 4.2.4 のブルー枠で示したように、 y(i・)-bar は 731.6、x(i・)-bar は 33.1 ですから、これを回帰式に代入して切片が 195.3 の回帰式に変形できます。同様に計算して、A2 社、A3 社ごとに回帰式が得られます。切片は 、オレンジ枠で示したように、A1 社が 195.3、A2 社が 119.7、A3 が 201.3 です。
　この切片の意味を考えます。



傾きを共通とする回帰直線
３社の切片の比較

回帰式

切片の差＝平均年齢の差を補正した平均年収の差
A2とA1社は－75.59、A3とA1社は 6.01
平均年齢を考慮しない結果と著しく異なる
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表示 4.2.4 年齢差を補正した年収の比較

p.139

A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1
𝑏𝑏0𝑖𝑖

A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均の差 -4.3 69.2

𝑦𝑦�𝑖𝑖�
表示 4.2.1
（一部） 

�𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑦𝑦𝑖𝑖� + 16.203 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
�𝑦𝑦1𝑗𝑗 = �𝑦𝑦1� + 16.203 𝑥𝑥1𝑗𝑗 − 𝑥̅𝑥1�
 = 731.6 + 16.203 𝑥𝑥1𝑗𝑗 − 33.1
 = 195.3 + 16.203𝑥𝑥1𝑗𝑗
 

�𝑦𝑦2𝑗𝑗 = 119.7 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗
�𝑦𝑦3𝑗𝑗 = 201.3 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗

A1社

A2社
A3社
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A3：201.3

A1：195.3

A2：119.7

A1

A2

A3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　右下の図のように、傾きが３社で共通ですから、切片の差は、３社の鉛直距離、すなわち年収の差になります。表示 4.2.4 のブルー枠で示したように、切片の差を計算すると、A1 社と A2 社の差は -75.59、A1 社 と A3 社の差は 6.01 になります。
　この差は各社の平均年齢の差を補正した平均年収の比較になります。この結果は、グリーン枠で示したように、平均年齢を考慮しないで単純に平均値を比較した表示4.2.1の結果と著しく異なります。




傾きを共通とする回帰直線
補足：３社共通の傾き
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表示 4.2.2 表示 4.2.3                                               表示 4.2.8
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𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

重心
(平均年齢, 
平均年収)

重心を
合わせる

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖� = 16.203 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
  ３社共通の原点を通る直線

�𝑦𝑦1𝑗𝑗 = 195.3 + 16.203𝑥𝑥1𝑗𝑗
�𝑦𝑦2𝑗𝑗 = 119.7 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗
�𝑦𝑦3𝑗𝑗 = 201.3 + 16.203𝑥𝑥3𝑗𝑗

切片の差が
年齢で補正した

年収の差

重心を
通る

３社共通の
回帰直線

３社の重心が異なる

p.139

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの補足として、これまでの３社共通の傾きを求めた過程を整理します。
　左の表示2.2.2 は、横軸に年齢、縦軸に年収を取ったグラフです。ここで明らかになったのは、3社で重心の位置、すなわち(平均年齢、平均年収)の位置が異なり、平均年齢の３社の差がより大きいことでした。
　そこで、3社ごとに、観測値から３社のそれぞれの平均値を差し引いてプロットして、３社の重心を原点に合わせました。ここに３社を込みにして共通の回帰直線を引くと原点を通る直線が得られました。
　真ん中のグラフの横軸と縦軸を元に戻すと、右のグラフのように、３社ごとに平行な回帰直線が得られ、この切片が年齢で補正した年収の差になりました。なお、それぞれの回帰直線は、それぞれの重心を通ります。
　次のスライドで、この解析を数式で確認します。



傾きを共通とする回帰直線
補足：３社共通の傾き

３社の重心を合わせて共通の傾きを求める→３つの回帰式

３社を込みにして共通の傾きを求める→１つの回帰式（この回帰の結果は後で利用）
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𝑏𝑏1 = ��
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖 �
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑖𝑖

 = ��
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖� 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖� �
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
2 =

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3

𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,1 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,2 + 𝑆𝑆𝑥𝑥𝑥𝑥,3
 

 =
2116 + 3017 + 2731

128.9 + 178.5 + 178.0
= 16.203

  

𝑏𝑏1  = ��
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥�� 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦�� �
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎

�
𝑗𝑗=1

𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥��
2  =

8578.9
601.5

= 14.263

３社ごとの平均

３社の総平均

�𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 195.3 + 16.203𝑥𝑥1𝑗𝑗
�𝑦𝑦2𝑗𝑗 = 119.7 + 16.203𝑥𝑥2𝑗𝑗
�𝑦𝑦3𝑗𝑗 = 201.3 + 16.203𝑥𝑥3𝑗𝑗

�𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 = 241.5 + 14.263𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

（4.2.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上に示した式(4.2.1) で求められる傾き b1 が、３社ごとの平均値を用いた場合で、16.203 が得られます。これまで説明してきたように、３社の重心を合わせて共通の傾きを求める方法で、３社ごとに別々の切片をもった３つの回帰式が得られます。この項で説明してきた３社共通の傾きです。
　一方、下の式で求められる b1 は、３社の総平均を用いた場合で、14.263 が得られます。３社を区別しないで込みにして回帰しているので、１つの回帰式が得られます。なお、この回帰分析の結果は、この後で利用しますので、覚えておいてください。




（4）LINEST 関数による解析

前項で補助因子（年齢）の違いを補正して会社間の年収を比較
同様の解析を LINEST関数で実施

35
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前項では，補助因子、つまり年齢の違いを補正して会社間を比較しました。その説明をするために、やや複雑な過程を経て解を求めました。同様の解析を LINEST 関数を使って行います。



LINEST 関数による解析
年齢差を補正した年収の比較

いずれの式も、４つ（0 を除く）の係数が用いられている
36

�𝑦𝑦𝑖𝑖 =
195.3
119.7
201.3

+ 16.20𝑥𝑥𝑖𝑖 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥𝑖𝑖 
A1社
A2社
A3社

A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1𝑖𝑖
𝑏𝑏0𝑖𝑖

表示 4.2.4
年齢差を補正した
年収の比較

会社 A𝑖𝑖ごとに
異なる切片 b0iを
用いた式

（4.2.2）

�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑏𝑏0𝑖𝑖 + 16.203𝑥𝑥𝑖𝑖

p.140

100

200

0

A1 社を基準とする式に
A1社とA2 社の差（鉛直距離）、
A1社とA3 社の差（鉛直距離）を追加

𝑏𝑏03 = 201.3

𝑏𝑏01 = 195.3 

𝑏𝑏02 = 119.7

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでの説明で、3社で共通の傾きの回帰式 y=b0+16.203x が得られました。これを表示4.2.4の結果から、式(4.2.2)のように式を表します。
　式(4.2.2) の前半は、オレンジの矢印で示したよにぅ、会社ごとに異なる切片 b(0i) を用いた式です。右の図に示した切片を用いています。



年齢差を補正した年収の比較

いずれの式も、４つ（0 を除く）のパラメータが用いられている

�𝑦𝑦𝑖𝑖 =
195.3
119.7
201.3

+ 16.20𝑥𝑥𝑖𝑖 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥𝑖𝑖 
A1社
A2社
A3社

�𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑏𝑏0𝑖𝑖 + 16.203𝑥𝑥𝑖𝑖

LINEST 関数による解析
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A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1𝑖𝑖
𝑏𝑏0𝑖𝑖

表示 4.2.4
年齢差を補正した
年収の比較

会社 A𝑖𝑖ごとに
異なる切片 b0iを
用いた式

ダミー変数１と
LINEST関数で
係数を求める

（4.2.2）

p.140

100

200

0

A1 社を基準として
A1社とA2 社の差（鉛直距離）、
A1社とA3 社の差（鉛直距離）を追加

𝑏𝑏03 = 201.3

𝑏𝑏01 = 195.3 

𝑏𝑏02 = 119.7

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(4.2.2) の後半は、ブルーの矢印で示したように、A1 社を基準として，A1 と A2、A1 と A3 の差を用いた式です。この差は、A2と A3社の回帰直線から、A1 社の回帰直線への鉛直距離になります。右の図のグリーンの矢印で表した距離です。いずれの式も，4 つのパラメータが用いられています。ゼロはパラメータの数に入れません。
　式(4.2.2) の後半の 4 つのパラメータを、ダミー変数１ と LINEST 関数で求めます。




LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 
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表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

p.140

A3 と A1 の差
ダミー変数名

A1

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式（4.2.2）の後半の式は、A1 社を基準として、A1 社と A2 社の差、A1 社と A3 社の差がパラメータになっています。そこで、§2.3で説明したて乱塊法の場合と同じように，質的変数「会社」にダミー変数 A1、A2 を割り当てます。表示4.2.5 の左の部分のように、0 と 1 からなるダミー変数１です。この表は、テキストでは縦長の表ですが、ここでは横に分割して並べてあります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 
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表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

p.140

�𝑦𝑦 = 195.28 + −75.59
0
1
0

+ 6.01
0
0
1

+ 16.20𝑥𝑥
𝐴𝐴2 𝐴𝐴3

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

水準名

ダミー変数

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

A3 と A1 の差A1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(4.2.2) は吹き出しの中に示した式のように考えて、ダミー変数 A2 と A3 を作ります。ダミー変数 A2 は、A2のとき「１」、それ以外の時は「0」になる変数です。ダミー変数 A3 は、A3のとき「１」、それ以外のときは「0」になる変数です。水準名とダミー変数の変数名の両方に「A1」「A2」を使っているので、両者を混同しないでください。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 

LINEST 関数による解析（第１部 §4.3）
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
(2)「y」と「会社」
(3)「y」と「x」

40

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

p.140

水準名

ダミー変数

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

A3 と A1 の差A1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このダミー変数と年齢（x）、年収（y）から、LINEST関数を使って 3)の３つの解析をします。(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」、(2)(「y」と「会社」、(3)「y」と「x(年齢)」です。
 なお、LINEST関数の使い方については、第1部で説明がありました。その後の節でも何回か説明ありましたので、使い方は省略します。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-4-3.pdf


LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 

LINEST 関数による解析
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
(2)「y」と「会社」
(3)「y」と「x」

41

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

p.140

水準名

ダミー変数

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

A3 と A1 の差A1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」 の場合、LINEST 関数の引数の中に、ブルー枠の y の範囲と、オレンジ枠の x の範囲を指定します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 

LINEST 関数による解析
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
(2)「y」と「会社」
(3)「y」と「x」

42

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

p.140

水準名

ダミー変数

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

A3 と A1 の差A1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2)「y」と「会社」の場合、LINEST 関数の引数の中に、ブルー枠の y の範囲と、オレンジ枠の x の範囲を指定します。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


LINEST 関数による解析
ダミー変数の設定とLINEST関数による解析

質的因子「会社」にダミー変数１を割り当てる（§2.3）
ダミー変数 A2：A2社のとき１、それ以外は 0
ダミー変数 A3：A3社のとき１、それ以外は 0 

LINEST 関数による解析
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
(2)「y」と「会社」
(3)「y」と「x」

43

会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（左、横に分割）

p.140

水準名

ダミー変数

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

A2 と A1 の差
（4.2.2）

A3 と A1 の差A1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(3)「y」と「x(年齢)」の場合、LINEST 関数の引数の中に、ブルー枠の y の範囲と、オレンジ枠の x の範囲を指定します。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


LINEST 関数による解析
LINEST関数による解析

(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
共分散分析の解析結果

(2)「y」と「会社」
質的因子の１因子実験と
見なした解析結果

(3)「y」と「x(年齢)」
単回帰分析として解析した結果

（乱塊法の§3.3「欠測値のある場合」と同様の解析）

44

x A3 A2 const A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172 0.0779 0.9102 0.0000
下限 11.54 -43.41 -125.92 -8.26 -81.76
上限 20.87 55.43 -25.26 146.66 73.16

x const
回帰係数 14.26 241.65 切片

その標準誤差 2.49 89.85 その標準誤差
寄与率 0.54 60.97 標準偏差

F 比 32.92 28 残差自由度
回帰平方和 122364 104077 残差平方和

t 値 5.738 2.689
p 値 0.0000 0.0119

(3)「y」と「x(年齢)」

(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」 (2)「y」と「会社」

p.140

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　LINEST 関数の出力結果が、表示4.2.5 の右側にあります。
　(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」が共分散分析の解析結果、(2)「y」と「会社」が質的因子の１因子実験と見なした解析結果、(3) 「y」と「x(年齢)」が単回帰分析として解析した結果です。
　なお、このようなLINEST 関数を使った３種類の解析は、乱塊法の§3.3「欠測値のある場合」で、ダミー変数２を使って行いました。ここでは、ダミー変数１を使った解析結果です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-3.pdf


LINEST 関数による解析
(3)「y」と「x(年齢)」（単回帰分析）

45

x const
回帰係数 14.26 241.65 切片

その標準誤差 2.49 89.85 その標準誤差
寄与率 0.54 60.97 標準偏差

F 比 32.92 28 残差自由度
回帰平方和 122364 104077 残差平方和

t 値 5.738 2.689
p 値 0.0000 0.0119

p.140

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右下）

(3)「y」と「x(年齢)」

y = 14.26x + 241.65

500

550
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700

750
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850

900

950

1000

25 30 35 40 45 50

年
収

年齢
年齢だけのモデルの
平方和 と 残差平方和

３社を込みにして求めた回帰係数
（これまで求めた係数とは異なる）

（§2.1「量的因子の１因子実験、
   直線関係の場合」参照）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、表示4.2.5 の右下の (3) の結果です。
　会社を考慮せずに、年齢(x) だけを説明変数とした単回帰分析の結果です。左の図のように、ここに得られた傾き 14.26 は，３社を区別せずに込みにして求めています。先ほど説明したように、x,y の積和、x の平方和を求めるときに、総平均を使った場合です。したがって、これまで求めた回帰係数とは異なります。
　３社の観測値を全体で回帰分析した場合、つまり年齢だけのモデルの回帰平方和が 12364、残差平方和が 104077です。この意味については §2.1 を参照してください。
　この平方和は後で使います。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-1.pdf


分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
残差 192410 27 7126 1.000
全体 226441 29

A1 A2 A3
平均 731.6 727.3 800.8
平均の差 -4.3 69.2
差の標準誤差
t 値 -0.114 1.833
p 値 0.910 0.078

37.8

LINEST 関数による解析
(2)「y」と「会社」（質的因子の１因子実験）

46

A3 A2 const
回帰係数 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0779 0.9102 0.0000
下限 -8.26 -81.76
上限 146.66 73.16

表示 4.2.1

年齢を考慮せずに、
１因子実験として会社を比較

p.140

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右中）

(3)「y」と「x(年齢)」

A3 − A1
A2 − A1

平均年収の差
A3 − A1
A2 − A1

差の標準誤差
等しい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.5 の右中は，(2) 会社から生成した2 つのダミー変数だけを説明変数とした回帰分析の結果です。つまり年齢を考慮せずに、質的因子の１因子実験として解析した結果です。
　オレンジ枠で示したように、切片（定数、const） 731.60 と回帰係数 −4.30、69.20 は，表示4.2.1 の A1 社の平均と A2 社の平均の差、A1 社の平均 と A3 の平均の差の行に対応しています。ダミー変数１を使っているので、会社 A1 が基準となり、ダミー変数 A2 は A2-A1、ダミー変数 A3 は A3-A1 の差です。
　また、ブルー枠で示したように、回帰平方和と残差平方和、残差の自由度、F 比は、表示4.2.1のブルー枠と一致しています。
　グリーン枠で示したように、標準誤差が求められています。ダミー変数 A2 は平均年収の差 (A2− A1)、ダミー変数 A3 は平均年収の差 (A3−A1) に対応しているので、この標準誤差は会社間の差の標準誤差になります。これらの値は等しく 37.75 です。この数値の算出方法は、後で説明します。



分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
残差 192410 27 7126 1.000
全体 226441 29

A1 A2 A3
平均 731.6 727.3 800.8
平均の差 -4.3 69.2
差の標準誤差
t 値 -0.114 1.833
p 値 0.910 0.078

37.8

LINEST 関数による解析
(2)「y」と「会社」（質的因子の１因子実験）

47

表示 4.2.1

年齢を考慮せずに、
１因子実験として会社を比較

p.140

A3 A2 const
回帰係数 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0779 0.9102 0.0000
下限 -8.26 -81.76
上限 146.66 73.16

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右中）

(3)「y」と「x(年齢)」

A3 − A1
A2 − A1

平均年収の差
A3 − A1
A2 − A1

差の標準誤差
等しい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また、ブルー枠で示した回帰係数の t 値、p 値は、表示4.2.1 のブルー枠の数値と一致しています。
　



LINEST 関数による解析
(1)「y」と「x」＋「会社」（共分散分析）

48

x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1𝑖𝑖
𝑏𝑏0𝑖𝑖

表示 4.2.4 年齢差を補正した年収の比較

年収と年齢の共通の傾き、平均年収、
平均年齢から各会社の切片を推定 →

A1社との差を算出
A3 − A1

差の標準誤差

p.140

A2 − A1
差の標準誤差

𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

（4.2.2）

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右上）

(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.5 の右上は 2 つの要因、会社と年齢を含めて解析した (3) の「共分散分析」の結果になります。
　１行目の回帰係数には、表示4.2.4 の共通の傾き（グリーン枠）、A1社とA2社の平均年収の差、A1社とA3社の平均年収の差（ブルー枠）が求められています。また、基準とした A1 社の平均年収が切片（オレンジ枠）として求められています。この値は、表示4.2.4で、各会社の切片の差から求めた平均年収の差と一致します。また、式(4.2.2)のパラメータと一致しています。
　ここで、ダミー変数 A2 は平均年収の差 (A2−A1)、ダミー変数 A3 は平均年収の差 (A3−A1) に相当していますから、その標準誤差 24.04 と 24.48 は会社間の差の標準誤差になります。この２つの値は異なっています。この数値の算出方法は、後で説明します。





（5）会社間の差の推定と検定

推定と検定に用いる標準誤差

49

p.141

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここでは、標準誤差を中心に会社間の差の推定と検定について説明します。




会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差

会社間の差の検定と推定には、会社間の差の「標準誤差」が必要（第１部 §3.2）
(2)「y」と「会社」：質的因子の１因子実験での会社間の差

年収の差の標準誤差は（A2-A1）と（A3-A1）で同じ、37.75
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」：共分散分析での会社間の差

年収の差の標準誤差は（A2-A1）と（A3-A1）で異なり、(2)の場合よりも小さい

50

x A3 A2 const A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172 0.0779 0.9102 0.0000
下限 11.54 -43.41 -125.92 -8.26 -81.76
上限 20.87 55.43 -25.26 146.66 73.16

(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」 (2)「y」と「会社」
表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（一部）

p.141

A3 − A1
平均年収の差

A2 − A1
平均年収の差

A3 − A1
平均年収の差

A2 − A1
平均年収の差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　会社間の差の検定と推定には、会社間の差の標準誤差が必要です。
　LINEST 関数の出力の表示 4.2.5で、オレンジ枠とブルー枠で示したように、ダミー変数 A2 の回帰係数は A1 社と A2 社の平均年収の差、ダミー変数 A3 の回帰係数は A1 社と A3 社の平均年収の差を表していました。これは、A1 社を基準としたダミー変数 1 を使っているからでした。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf


会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差

会社間の差の検定と推定には、会社間の差の「標準誤差」が必要（第１部 §3.2）
(2)「y」と「会社」：質的因子の１因子実験での会社間の差

年収の差の標準誤差は（A2-A1）と（A3-A1）で同じ、37.75
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」：共分散分析での会社間の差

年収の差の標準誤差は（A2-A1）と（A3-A1）で異なり、(2)の場合よりも小さい

51

x A3 A2 const A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172 0.0779 0.9102 0.0000
下限 11.54 -43.41 -125.92 -8.26 -81.76
上限 20.87 55.43 -25.26 146.66 73.16

(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」 (2)「y」と「会社」
表示 4.2.5
 LINEST 関数による解析
（一部）

p.141

A3 − A1
差の標準誤差

A2 − A1
差の標準誤差

A3 − A1
差の標準誤差

A2 − A1
差の標準誤差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　その回帰係数の標準誤差が、回帰係数の下にあります。すなわち、平均年収の差の標準誤差です。
　オレンジ枠で示したように、LINEST 関数の出力の表示 4.2.5 で、年齢の差を考慮しないで，(2) 1 因子実験として解析したときの標準誤差は 37.75 でした。ダミー変数 A2 とダミー変数 A3 の標準誤差は同じ値でした。 
　一方、ブルー枠で示したように、(1) 共分散分析で得られた差の標準誤差は、ダミー変数 A2 が 24.48、ダミー変数 A3が 24.04 で、異なる値でした。また、(2)１因子実験として解析した標準誤差よりも小さくなりました。この理由をこれから説明します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-3-2.pdf


会社間の差の推定と検定

会社間の差の標準誤差：質的因子の１因子実験（(2)「y」と「会社」）
会社の平均年収の差 �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� 、 �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� の標準誤差（§1.1 p.17）

（参考）
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表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右中）
(2)「y」と「会社」

A3 A2 const
回帰係数 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0779 0.9102 0.0000
下限 -8.26 -81.76
上限 146.66 73.16

A3 − A1
A2 − A1

の標準誤差

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑑𝑑 =
1
𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑒𝑒 +

1
𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑒𝑒 =

2
𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑒𝑒 = 𝑠𝑠

2
𝑛𝑛

 = 84.42 ×
2

10

 = 37.75

𝑉𝑉𝑒𝑒 = ⁄𝑆𝑆𝑒𝑒 𝜈𝜈𝑒𝑒 = ⁄192419 27 = 7126.62

𝑠𝑠 = 𝑉𝑉𝑒𝑒 = 7126.62 = 84.42

p.141

標準偏差
𝑠𝑠. 𝑑𝑑.

𝑠𝑠. 𝑑𝑑.

（1.1.3）

平均平方
誤差分散

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、　年齢の差を考慮しないで，(2) 「y」と「会社」を「質的因子の１因子実験」として解析した場合の、水準平均の差の標準誤差を求めます。
　1 因子実験で水準の平均値の差 d の標準誤差 s.e.[d]  は、 §1.1 で説明したように、式(1.1.3) で求められました。誤差分散である平均平方 V(e) は、平方根を取って標準偏差 s になります。テキストでは s.d. と表示されています。LINEST 関数の出力にある標準偏差 84.42 を利用して、標準誤差は 37.75 になります。この値が、表示 4.2.5 のオレンジ枠に表示されています。
　なお、参考として、グリーン枠で示した残差平方和と残差自由度から、標準偏差が求められることを示しておきます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1
𝑏𝑏0𝑖𝑖

会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差：共分散分析（(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」）

A2社と A1社の平均年収の差（＝切片の差）

A2社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差
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表示 4.2.4 年齢差を補正した年収の比較

A2社− A1社 = 𝑏𝑏02 − 𝑏𝑏01
 = �𝑦𝑦2� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1�

 = �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
 = 727.3 − 731.6 − 16.20 × 37.5 − 33.1 = −75.59

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 𝑛𝑛 = 𝑠𝑠 ⁄2 5

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 37.5 − 33.1

第１項 第２項

p.142

回帰式に平均年収と平均年齢を代入
�𝑦𝑦1�＝𝑏𝑏01＋𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1� ⟶ 𝑏𝑏01＝�𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1�
�𝑦𝑦2�＝𝑏𝑏02＋𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2� ⟶ 𝑏𝑏02＝�𝑦𝑦2� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2�

共通の傾き

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、共分散分析、すなわち　(1) 「y」と「x(年齢)」＋「会社」で、水準平均の差の標準誤差を求めます。
　会社の平均年収の差は、表示4.2.4で切片の差として計算しました。ここでは、A2 社と A1 社の差を例として説明します。この　A1 の切片 b(01) と A2 の切片 b(02) は、吹き出しの中に示したように、回帰式から得られます。この回帰式には、平均年収と平均年齢を代入してあります。b(1) は A1 社の傾きということではなく、３社共通の傾きですから、注意してください。この式を代入すると、A2社− A1社の差は、上段の式のように変形することができます。実際に表示 4.2.4 のブルー枠で示した数値を代入すると、オレンジ枠の－75.59が得られます。
　この式の第1項は、２社の年収 y の平均値の差です。第2項は年齢 x の平均値の差に傾き b(1) を掛けた値です。すなわち，A2社− A1社= −75.56 は、この第１項と第２項の2つの成分から構成されて



A1 A2 A3
平均年収 731.6 727.3 800.8
平均年齢 33.1 37.5 37.0
傾き（共通） 16.20
切片 195.3 119.7 201.3
A1 社との差 -75.59 6.01

𝑥̅𝑥𝑖𝑖�
𝑦𝑦�𝑖𝑖�

𝑏𝑏1
𝑏𝑏0𝑖𝑖

会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差：共分散分析（(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」）

A2社と A1社の平均年収の差（＝切片の差）

A2社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差
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表示 4.2.4 年齢差を補正した年収の比較

A2社− A1社 = 𝑏𝑏02 − 𝑏𝑏01
 = �𝑦𝑦2� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1�

 = �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
 = 727.3 − 731.6 − 16.20 × 37.5 − 33.1 = −75.59

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 𝑛𝑛 = 𝑠𝑠 ⁄2 5

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 37.5 − 33.1

第１項 第２項

p.142

回帰式に平均年収と平均年齢を代入
�𝑦𝑦1�＝𝑏𝑏01＋𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1� ⟶ 𝑏𝑏01＝�𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥1�
�𝑦𝑦2�＝𝑏𝑏02＋𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2� ⟶ 𝑏𝑏02＝�𝑦𝑦2� − 𝑏𝑏1𝑥̅𝑥2�

説明変数 x （年齢）
に誤差は伴わない

共通の傾き

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　第1項の標準誤差を求める式は、前のスライドで示したとおりです。
　第2項の標準誤差は、傾き b(1) の標準誤差 s.e.[b(1)] に、(　)内の x (年齢) の平均値の差を掛けて求められます。この解析では、目的変数の年収 y の誤差のみを考慮し、説明変数の年齢 x は誤差を伴わないという前提です。つまり、（　）内の年齢の平均値の差にも誤差はないので、そのまま定数になります。
　次に、第１項と第２項の標準誤差を実際に計算します。



会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差：共分散分析（(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」）

A2社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差

（第１項－第２項）の標準誤差
分散の加法性（第１部 §1.3 p.24）から
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x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

A2 − A1
差の標準誤差

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 5
= 49.99 × ⁄2 5 = 22.36

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 2.27 × 37.5 − 33.1 = 9.98 

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. A2社− A1社
= 22.362 + 9.982 = 24.48

第１項と
第２項は独立

p.142

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右中）
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

A2社 − A1社 = �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
第１項 第２項

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　第1項の標準誤差求めるには、標準偏差 s の推定値が必要です。これは、LINEST 関数の出力のオレンジ枠で示したように、49.99 が得られています。これを代入して、第１項の標準誤差は 22.36 になります。
　第２項の標準誤差を求めるには、傾き b(1) の標準誤差が必要です。これも、LINEST 関数の出力のブルー枠で示したように、2.27 が得られています。x(2.)-bar と x(1.)-bar は、それぞれの平均年齢です。誤差は伴いません。その結果、第２項の標準誤差は 9.98 になります。
　右上に示したように、A2 社と A1 社の平均年収の差は、第１項から第２項を引いて求めました。第１項と第２項は独立です。したがって、標準誤差は、分散の加法性から、標準誤差を２乗して分散にしてから和を求め、この平方根を取って 24.48 が得られます。グリーン枠で示した LINEST 関数の結果と一致します。
　なお、分散の加法性については、第１部で説明がありました。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf


会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差：共分散分析（(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」）

A3社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥3� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差

（第１項－第２項）の標準誤差
分散の加法性（第１部 §1.3 p.24）から
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x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

p.142

A3 − A1
差の標準誤差

表示 4.2.5 LINEST 関数による解析（右中）
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 5
= 49.99 × ⁄2 5 = 22.36

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. A3社− A1社
= 22.362 + 8.852 = 24.04

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥3� − 𝑥̅𝑥1�
= 2.27 × 37.0 − 33.1 = 8.85 

A3社 − A1社 = �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� − 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥3� − 𝑥̅𝑥1�
第１項 第２項

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、A3 社と A1 社の差の標準誤差を計算します。この場合も、A2 社と A1 社の場合と同様に計算できます。
　第 1 項の標準誤差は、A3 社と A1 社の場合と同様に 22.36 になります。
　第 2 項の標準誤差では、平均年齢の x(3.)-bar と x(1.)-bar を使います。その結果、第２項の標準誤差は 8.85 になり、 A2 社と A1 社の標準誤差は 24.04 となって、LINEST関数の出力と一致します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf


会社間の差の推定と検定
会社間の差の標準誤差：共分散分析（(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」）

A3社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥3� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差

（第１項－第２項）の標準誤差
分散の加法性（第１部 §1.3 p.24）から
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p.142

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦3� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 5
= 49.99 × ⁄2 5 = 22.36

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥3� − 𝑥̅𝑥1�
= 2.27 × 37.0 − 33.1 = 8.85 

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. A3社− A1社
= 22.362 + 8.852 = 24.04

 A2 社と A1社の平均年収の差の標準誤差
第１項 �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� の標準誤差

第２項 𝑏𝑏1 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1� の標準誤差

 

（第１項－第２項）の標準誤差
分散の加法性（第１部 §1.3 p.24）から

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. �𝑦𝑦2� − �𝑦𝑦1� = 𝑠𝑠 ⁄2 5
= 49.99 × ⁄2 5 = 22.36

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. 𝑏𝑏1 × 𝑥̅𝑥2� − 𝑥̅𝑥1�
= 2.27 × 37.5 − 33.1 = 9.98 

𝑠𝑠. 𝑒𝑒. A2社− A1社
= 22.362 + 9.982 = 24.48

平均年齢の差 平均年齢の差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
スライドの左側が A3 社と A1 社の差の標準誤差の計算過程、右側が A2 社と A1 社の差の標準誤差の計算過程です。オレンジで示した部分が異なります。つまり、比較する水準の平均年齢の差の大きさが標準誤差の大きさに影響します。したがって、A2-A1 と A3-A1 の標準誤差は異なります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-1-3.pdf


会社間の差の推定と検定
共分散分析と質的因子の１因子実験

共分散分析の特徴（１因子実験と比較して）
平均年収の差の標準誤差は、(1)共分散分析が(2)１因子実験よりも小→ 信頼区間の幅は狭い
年齢（補助因子）の影響を補正し、会社（水準）間の差の推定・検定の精度を高める

58

x A3 A2 const A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 69.20 -4.30 731.60 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 37.75 37.75 26.70 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 0.15 84.42 #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 2.39 27 #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 34031 192410 #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544 1.833 -0.114 27.406
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172 0.0779 0.9102 0.0000
下限 11.54 -43.41 -125.92 -8.26 -81.76
上限 20.87 55.43 -25.26 146.66 73.16

表示 4.2.5
 

(1)「y」と「x」＋「会社」（共分散分析） (2)「y」と「会社」（１因子実験）

信頼区間幅：100.7 信頼区間幅：154.9

p.142

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 4.2.5 のオレンジ枠のように、共分散分析の 標準誤差 s.e. = 24.04 と 24.48 、1 因子実験の標準誤差 s.e. = 37.75 であり，共分散分析の方が小さくなっているのは先ほど説明しました。
　表示4.2.5 では，LINEST 関数の出力の下に，t 値，p 値と信頼区間が計算されています。標準誤差の影響で、信頼区間の幅が狭くなります。たとえば、A1-A2 の 95% 信頼区間の幅は、共分散分析が 100.7、１因子実験が 154.9になります。
　共分散分析を用いることにより，補助因子である年齢の影響を補正することで、水準間の差の推定・検定の精度を高めることができます。



（6）分散分析

共分散分析の平方和の関係
乱塊法の§3.3「欠測値のある場合」と同じ考え方

59

p.143

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　平方和の関係から、共分散分析の分散分析表を作成します。これには、乱塊法の§3.3「欠測値のある場合」で説明した平方和の分解と同じ考え方で行います。




分散分析
平方和の関係

会社だけのモデル
(2)「y」と「会社」
質的因子の１因子実験
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

表示4.2.1 年収の分散分析表と平均値の差の検定
分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社間 34031 2 17016 2.388 0.111
残差 192410 27 7126 1.000
全体 226441 29

表示4.2.6

p.143

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでに得られた平方和と自由度をまとめて、表示4.2.6 を作成します。
　「会社」だけのモデル、すなわち LINEST 関数の結果 (2) の質的因子（会社）の1 因子実験として解析したときの分散分析表は表示4.2.1 でした。全体の平方和 S(T)=226441 は，会社間の平方和 S(A)=34031  と残差の平方和 S(e)=192410 の2 つの成分に分解できました。
　自由度も、29 が 2 と 24 に分解されました。



分散分析
平方和の関係

会社だけのモデル
(2)「y」と「会社」
質的因子の１因子実験
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

表示4.2.5  (2)「y」と「会社」
A3 A2 const

回帰係数 69.20 -4.30 731.60 切片
その標準誤差 37.75 37.75 26.70 その標準誤差

寄与率 0.15 84.42 #N/A 標準偏差
F 比 2.39 27 #N/A 残差自由度

回帰平方和 34031 192410 #N/A 残差平方和
値

表示4.2.6

p.143

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.5 の LINEST 関数の出力結果 (2) の回帰平方和と残差平方和、残差の自由度です。



分散分析
平方和の関係

会社と年齢のモデル
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
共分散分析
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和表示4.2.6

p.143

表示4.2.5  (1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　一方，「会社」に「年齢」も含めて共分散分析を行うと，表示4.2.5 のオレンジ枠で示すように，会社と年齢を含めたモデルの平方和 S(M)=161466 と残差の平方和 S(e)=64976 に分解されました。
　自由度は、29 が、3 と 26に分解されました。



分散分析
平方和の関係

会社と年齢のモデル
(1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」
共分散分析
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和表示4.2.6

p.143

表示4.2.5  (1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

会社だけのモデルに
年齢を加えることにより
残差平方和が減少
年齢の寄与する分

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　残差の平方和 64976 は、「会社」だけのモデルの残差平方和 192410 と比べると、ブルー枠で示した S(B)*=127434 だけ小さくなります。つまり S(B)*=127434  という値は，「会社」だけのモデルに「年齢」を加えることによって、残差平方和が減少した量です。すなわち「年齢」の寄与する分です。
　S(B)* の自由度は 27－26 で １ です。これは回帰の説明変数が１個であることに対応しており、S(B) の自由度 1 と一致します。



分散分析
平方和の関係

年齢だけのモデル
(3)「y」と「x(年齢)」
単回帰分析
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

x const
回帰係数 14.26 241.65 切片

その標準誤差 2.49 89.85 その標準誤差
寄与率 0.54 60.97 標準偏差

F 比 32.92 28 残差自由度
回帰平方和 122364 104077 残差平方和表示4.2.6

p.143

表示4.2.5  (3)「y」と「x(年齢)」

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「年齢」だけのモデル、すなわち (3) の「年齢」を説明変数とした単回帰分析で解析した場合、「年齢」の平方和 S(B)=122364 と残差平方和 S(e)=104077 に分解されました。また、自由度は 29 が 1 と 28 に分解されました。



分散分析
平方和の関係

年齢だけのモデル（回帰分析）
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

x const
回帰係数 14.26 241.65 切片

その標準誤差 2.49 89.85 その標準誤差
寄与率 0.54 60.97 標準偏差

F 比 32.92 28 残差自由度
回帰平方和 122364 104077 残差平方和

年齢だけのモデルに
会社を加えることにより
残差平方和が減少
会社の寄与する分

表示4.2.6

p.143

表示4.2.5  (3)「y」と「x(年齢)」

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほど示したように、共分散分析では、「会社」と「年齢」を含めたモデルの平方和 S(M)=161466 と残差平方和 S(e)=64976 に分解されました。残差平方和の変化量 S(A)*=39101 は、「年齢」だけのモデルに「会社」を加えることにより、残差平方和が減少した量です。すなわち、「会社」の寄与する分です。



分散分析
分散分析表

会社と年齢のモデル（共分散分析）
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

39101+127434 = 166535
  ≠ 161466

表示4.2.6

会社の寄与する分

年齢の寄与する分

p.144

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「会社」の寄与する分の平方和を S(A)∗、年齢の寄与する分の平方和を S(B)∗ としました。これから、表示4.2.7 の分散分析表を作ります。「会社間」と「年齢」の平方和の合計、39101+127434 = 166535は、「会社＋年齢」の平方和 161466 とは一致しません。



分散分析
分散分析表

会社と年齢のモデル（共分散分析）
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全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

会社間と年齢には相関がある
（独立ではない）ので分解不可

表示4.2.6

会社の寄与する分

年齢の寄与する分

p.144

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　補助因子の年齢と制御因子の会社の間には相関があり、独立していません。そのため、１因子実験で行ったように平方和の分解ができません。そこで、このような平方和の推定を行います。



分散分析
共分散分析と乱塊法（欠測値あり）との関係

乱塊法と共分散分析は全く別の問題
しかし、根本で結びついている

補助因子の年齢をブロック因子に対応させると、年齢のバランスがとれていない
→ 乱塊法で欠測値のある場合に対応するので、同じように平和和の関係を考える

（§3.3参照）

68

26 29 31 32 33 34 34 35 36 37 37 38 39 39 41 43 45 46
A1 696 606 708 606 788 684 764 836 766 862
A2 580 692 712 689 667 700 748 805 843 837
A3 678 699 723 830 883 835 762 793 900 905

会社 ブロック

p.144

年齢をブロック因子と見なしてまとめた観測値（乱塊法で欠測値のある場合に対応）
欠測値と見なせる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　乱塊法と共分散分析は全く別の問題です。しかし、根本では結びついています。�　補助因子の年齢をブロック因子と見なしてデータをまとめなおします。ただし，乱塊法でのブロックは指定した複数の水準の値に固定しましたが，ここでは，年齢がランダムに決まりました。そのために，年齢のブロックで欠測が生じており、バランスが取れていません。つまり、共分散分析の平方和の考え方は、§ 3.3 の「乱塊法で欠測値のある場合」に対応します。このような対応に気が付くと，解析の考え方，解析の手順，結果の解釈が理解し易くなります。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-3.pdf


全体

会社

年齢

会社+年齢

± 会社

± 年齢

𝑆𝑆𝐵 = 122364 1 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 104077 28

𝑆𝑆𝐵∗ = 127434 1

𝑆𝑆𝐴 = 34031 2

𝑆𝑆𝑇 = 226441 29

𝑆𝑆𝑒𝑒 = 192410 27

𝑆𝑆𝐴∗ = 39101 2

𝑆𝑆𝑀 = 161466 3 𝑆𝑆𝑒𝑒 = 64976 26

y = 16.203x + 3E-14
R2 = 0.6623
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分散分析
表示 4.2.3 との関連

69

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

p.144

 y = 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖� の２乗和：192410 ・・・会社のモデルの残差平方和

192410×（1－R2）=192410×（1－0.6623）
=192410×0.3377＝ 64976 ・・・会社と年齢のモデルの残差平方和 𝑅𝑅2 = 0.6623

表示 4.2.3 

（§1.1参照）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、残差平方和 192410 と 64976 を別の角度から考えます。
　表示 4.2.3「平均値で補正した散布図と回帰直線」で、年齢と年収から各会社の平均値を引いた値の散布図がありました。３社の平均年齢と平均収入が同じになるように重心を一致させた散布図です。
　この y の値の２乗和を計算すると、192410 になります。この値は、会社だけのモデルの残差平方和に一致します。これは、§ 1.1で説明したとおりです。
　このときの寄与率 R^2=0.6623 を１から引くと、回帰の寄与しない割合 0.3377 が求まります。これに y の２乗和 192410 をかけると 64976 となり、会社と年齢のモデル、すなわち共分散分析のモデルの残差平方和になります。
　

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf
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分散分析
表示 4.2.3 との関連
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表示 4.2.3 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖�

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥𝑖𝑖�

p.144

𝑅𝑅2 = 0.6623

表示4.2.3の散布図を
真横から見たばらつき

表示4.2.3の散布図を
回帰直線に平行な
方向から見たばらつき

 y = 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖� の２乗和：192410 ・・・会社のモデルの残差平方和

192410×（1－R2）=192410×（1－0.6623）
=192410×0.3377＝ 64976 ・・・会社と年齢のモデルの残差平方和

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　すなわち，192410 は、表示4.2.3 の散布図を真横から見たばらつきです。64976 は、表示4.2.3の散布図を回帰直線に平行な方向から見たばらつきになります。これについて、より具体的に後で再度説明します。



分散分析
F比と t値の関係

会社と年齢のモデル（共分散分析）

分散分析の F 比の分子の自由度が1 のとき、
分散分析表の F比由来の p値と
LINEST 関数の t値由来の p値とは一致する

71

表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

表示4.2.5

7.1412 = 50.993
𝑡𝑡 𝜈𝜈 2 = 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈

第１部 §3.8 p.187

p.144

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで，分散分析表の F 比と LINEST 関数の t 値の関係について復習します。
　表示 4.2.7 のオレンジ枠で示しように、年齢の F 比 50.993 から求められる p 値は 0.000です。表示4.2.5 のオレンジ枠で示したように、右上の x(年齢)の t 値 7.141 由来の p 値は 0.000で、両者は等しくなります。
　分散分析の F 比の分子の自由度が 1 である場合は，分散分析の F 比由来の p 値と、LINEST 関数の出力で t 値由来の p 値とは一致します。自由度ニューの t 分布の２乗は、自由度が 1 とニューの F 分布に一致します。すなわち、t 値 7.414 の２乗は F比 50.993 に一致します。これについては、第１部§3.8で説明しました。




（7）JMP による解析

年齢を補助因子とした
会社の年収の共分散分析

72

p.145

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで、LINEST 関数で解析してきたことを JMP で行ってみましょう。



JMPによる解析
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込み

データ
表示 4.1.1のデータ
３社の 30人分の年齢と年収

解析
［分析］＞［モデルのあてはめ］

［役割変数の選択、Y］：「年収」
［モデル効果の構成］：「会社」「年齢」
［強調点］：［最小レポート］

▼オプション＞［推定値］＞［全水準の推定］

73

p.145

表示4.1.1年収の比較調査の結果

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 684 692 723 34 34 34
2 788 712 762 33 34 39
3 764 700 883 34 37 37

年収 年齢

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほどと同様に、JMP ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込みます（操作）。
　表示 4.1.1 のデータを縦に並び替えた形で、３社の合計30人分の年齢と年収があります。列名は「会社」、「年齢」、「年収」です。
　［モデルのあてはめ］で、　［役割変数の選択、Y］に「年収」、［モデル効果の構成］に「会社」と「年齢」を設定し、［強調点］を［最小レポート］にして実行します（操作）。
　得られた結果から、  ▼オプション＞［推定値］＞［全水準の推定］を選択します（操作）。



JMP［モデルのあてはめ］
グラフとあてはめの要約

74

p.145

表示4.2.8傾きの等しい直線のあてはめ結果 

平行な回帰直線
（傾き共通）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.8 のように，3 本の平行な回帰直線が得られます。その下に計算結果が表示されます。



JMP［モデルのあてはめ］
分散分析表

会社と年齢の平方和の合計は、
モデルの平方和と一致しない

75

表示 4.2.8

39101.27 + 127434.39 = 166535.66
                    ≠ 161465.65

p.145

表示4.2.7 要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

会社＋年齢

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「分散分析」のモデルの行が、表示4.2.7 の「会社＋年齢」の行に対応します。モデルの行を会社と年齢に分解した結果が、ブルー枠で示した「効果の検定」に示されています。自由度、平方和、F 値、p　値は一致しています。
　会社と年齢の平方和の合計 166535.66 は、モデルの平方和 161465.65 と一致しません。



JMP［モデルのあてはめ］
全水準の推定値

パラメータ推定値は、式(4.2.2)の定数項から平均値（切片）を引いた値
（JMP はダミー変数２を用いている §2.3 ）
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(4.2.2)

p.145

[A1]：195.3－172.1 =    23.2
[A2]：119.7－172.1 =－52.4
[A3]：201.3－172.1 =     29.2

�𝑦𝑦 =
195.3
119.7
201.3

+ 16.20𝑥𝑥 
A1社
A2社
A3社

 = 172.09 +
23.19
−52.40
29.20

+ 16.20𝑥𝑥

JMP の切片

合計が 0合計が 0

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「全水準の推定値」の出力で、会社[A1]，[A2]，[A3] のパラメータ推定値 23.2, −52.4, 29.2 は，式(4.2.2)の定数項 195.3, 119.7, 201.3 から JMP の切片 172.1 を引いたものです。JMP では，§2.3 で説明したダミー変数2 を用いているので，オレンジ枠で示した推定値の合計が 0 になります。
　式(4.2.2) は最下段の式のように表すことができます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-3.pdf


JMP［モデルのあてはめ］
補足：ダミー変数１とダミー変数２（p.97）

いずれの式も、整理すると１段目の式になる
77

�𝑦𝑦 =
195.3
119.7
201.3

+ 16.20𝑥𝑥 
A1社
A2社
A3社

�𝑦𝑦 = 195.28 +
0.00

−75.59
6.01

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

�𝑦𝑦 = 172.09 +
23.19
−52.40
29.20

+ 16.20𝑥𝑥,
A1社
A2社
A3社

切片と傾き

ダミー変数１の解

ダミー変数２の解
（JMPの内部で処理）

(4.2.2)

(4.2.2)

合計が 0

p.145

基準

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ダミー変数１とダミー変数２について、補足しておきます。
　１段目の式(4.2.2)は、通常の切片と傾きから成る回帰式です。
　２段目の式(4.2.2)は、ダミー変数１を用いて得られた解のパラメータを使った回帰式です。
　これに対して、ダミー変数２を用いて得られた解のパラメータを使った回帰式は、３段目の式になります。JMPの内部では、このダミー変数２を使って処理しています。
　いずれの式も整理すると１段目の式になります。



JMP［モデルのあてはめ］
各水準の対ごとの平均値の比較

［効果の詳細］

78

p.145

最小２乗平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　各水準の対の平均値の比較を JMP で行います。［効果の詳細］の横向きの三角形をクリックすると、左下のように、効果の詳細が開きます（操作）。
　ここに「▼会社」が出てきますので、それをクリックします（操作）。
　検定法を選択するダイアログボックスが開きます。例えば、［最小２乗平均のStudentのt検定］と［最小２乗平均のTukeyのHSD検定］を選択します（操作）。
　ここで、「平均」ではなく、「最小２乗平均」になっています。この「最小２乗平均」については、後で説明します。




JMP［モデルのあてはめ］
各水準の対ごとの平均値の比較

［効果の詳細］
左：［最小2 乗平均の

Student の t 検定］
多重性を考慮しない比較

右：［最小２乗平均の
TukeyのHSD検定］
多重性を考慮した比較

79

p.145

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　左が［最小2 乗平均のStudent の t 検定］の出力です。この検定は多重性を考慮しない比較です。
　右が［最小２乗平均のTukeyのHSD検定］の出力です。この検定は多重性を考慮した比較です。
　この事例では、両者ともに、A1 と A2、A2 と A3 の間に有意差があるという結果になっています。�



JMP［モデルのあてはめ］
最小２乗平均と平均

最小２乗平均、調整平均、調整済み平均
（ブログ参照）

80

p.145

表示4.1.1年収の比較調査の結果

A1 A2 A3 A1 A2 A3
1 684 692 723 34 34 34
2 788 712 762 33 34 39
3 764 700 883 34 37 37
4 836 843 678 37 43 29
5 606 748 699 29 37 33
6 696 580 830 26 32 36
7 766 837 900 37 46 41
8 862 667 835 38 36 37
9 606 805 905 32 41 45

10 708 689 793 31 35 39
平均 731.6 727.3 800.8 33.1 37.5 37.0

年収 年齢

年齢の総平均 35.867

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、JMPに表示されている「最小２乗平均」と「平均」について説明します。なお、「最小２乗平均」は「調整平均」、「調整済み平均」ともいわれます。最小２乗平均については、ブログも参照してください。
　ブルー枠で示した「平均」は、表示4.1.1 の元データにおける各水準の平均値です。この「平均」とオレンジ枠の「最小２乗平均」は一致していません。
　ここで、表示4.1.1 で、共変量である年齢の総平均を計算すると、35.867 になることを確認しておきます。

https://mkkmkk.com/2022/02/21/lsmean/


JMP［モデルのあてはめ］
最小２乗平均と平均

最小２乗平均は、
同じ年齢（共変量）に調整した年収の推定値
年齢の位置によって予測精度は異なる

81

p.145

700.835
776.428
782.437

�𝑦𝑦 =
195.3
119.7
201.3

+ 16.20 × 35.867 
A1社
A2社
A3社

（4.2.2）

年齢の総平均 35.867

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「最小２乗平均」は、この年齢の総平均である 35.867 歳における A1、A2、A3 の年収になります。この値は、右のグラフで年齢 35.867 の垂線と各回帰直線の交わる年収です。これらの年収は、先ほど説明した式(4.2.2)に 35.867 を代入して得られます。
　すなわち、この最小２乗平均は、共変量である年齢による補正を行った結果です。各々の年齢が異なる３社の年収を、仮に年齢が35.867 であったとしたら年収はいくらになるかという調整を行った推定値です。この推定値で３社の年収を比較しています。
　このケース゛は、回帰直線が平行と見なしているので、どの年齢で比較しても、３社の年収の差は同じです。ただし、年齢の位置によって予測精度は異なります。これを JMP の[プロファイル]という機能を使って確認できます。



JMP［モデルのあてはめ］
［プロファイル］

82

p.145

左右のスライド
により変更可変更可

区間幅
が最小 700.835

776.428
782.437

予測値
95%CI

年齢の総平均 35.867

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　▼をクリックして、メニューから[プロファイル]を選択すると、[予測プロファイル]が表示されます（操作）。　
　ここで、会社と年齢を任意に設定して年収を予測することができます。予測プロファイルの左の画面で、会社「A2」が選択されています。これを「A1」、または「A3」をクリックすると、右側のグラフがそれぞれの会社の年収の予測に変わります。また、右側のグラフの年齢は総平均の 35.867 に設定されていますが、垂線を左右にスライドさせることにより、年齢を可変的に変更できます（操作）。
　この予測プロファイルの右側の、年齢と年収の関係のグラフには、95% 信頼区間（95%CI）が表示されています。年齢の総平均 35.867 の位置で、その区間幅が最小で、そこから離れるほど信頼区間の幅は広くなります。最小２乗平均の位置における各会社の年収の推定精度が最も高くなります。



JMP［モデルのあてはめ］
最小２乗平均と平均

［効果の詳細］
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x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

表示4.2.5

p.145

A3 − A1
平均年収の差

A2 − A1
平均年収の差

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この［最小2 乗平均のStudent の t 検定］の結果と、LINEST関数の結果を比較します。差の標準誤差、差の下側信頼限界と上側信頼限界の絶対値は一致しています。引く方（減数）と引かれる方（被減数）の取り方で、符号が異なっています。



JMP［モデルのあてはめ］
［カスタム検定］

A1社と A2社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0）
A1社と A3社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼3 − 𝛼𝛼1 = 0）

84

表示4.2.9（改変） 

p.146

[▼応答] ＞ [推定値] ＞ [カスタム検定] 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきた検定を、一部の差だけについてコンパクトに得る方法があります。それは［カスタム検定］です。
　まず、平均年収の差、A2社−A1社 と A3社−A1社 について検定します。ここで、帰無仮説を確認しておきます。A1 社と A2 社の比較の場合、帰無仮説 H0 は母平均の差がゼロ、すなわち a(2)−a(1)=0、A1社と A3 社の場合は、a(3)−a(1)=0です。
　それでは、[▼応答] ＞ [推定値] ＞ [カスタム検定] を選択します（操作）。表示4.2.9 の入力画面が表示されます。



JMP［モデルのあてはめ］
［カスタム検定］

A1社と A2社の比較
A1社と A3社の比較

85

列の追加

A1 社と A2社の比較
帰無仮説：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0
会社[A1] ：－１
会社[A2]： １

A1 社と A3社の比較
𝛼𝛼1 + 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼3 = 0 ⟶ 𝛼𝛼3 = −𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2 
帰無仮説：𝛼𝛼3 − 𝛼𝛼1 = 0

−𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = −2𝛼𝛼1 − 𝛼𝛼2 = 0
会社[A1] ：－２、会社[A2]：－１

p.146

表題を入力

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上の黒枠に表題を自由に入力してください。ここでは、「A1との差」とします（操作）。
　A1 社と A2 社を比較します。帰無仮説：a(2)−a(1)=0 を求めるために，会社[A1] に－ 1，会社[A2] に1 を入力し、「＝0」とします（操作）。
　　[列の追加] をクリックして、右図のように列を増やします。A1 社と A3 社を比較するのですが、会社[A3] がありません。JMP では各水準の効果の間には a(1)+a(2)+a(3)=0 という条件をつけているので，a(3)=−a(1)−a(2) になります。 帰無仮説 a(3)－a(1)=0 に、a(3)=−a(1)−a(2) を代入して、−2a(1)−a(2)=0 となります。したがって、会社[A1] に－2，会社[A2] に －1 を入力し、「＝0」とします（操作）。
　　[完了] をクリックします（操作）。



JMP［モデルのあてはめ］
［カスタム検定］

A1社と A2社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0）
A1社と A3社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼3 − 𝛼𝛼1 = 0）
データを得た後で、様々な角度から検定する探索的解析
（多重性を考慮していない、結果の取り扱いは慎重に）

86

x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

表示4.2.5（右上） (1)「y」と「x(年齢)」＋「会社」

表示4.2.9

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上の処理の結果が表示4.2.9 です。出力の「値」，「標準誤差」，「t 値」，「p 値」は，表示4.2.5 右上のLINEST 関数の結果、回帰係数，その標準誤差，t 値，p 値と一致しています。
　なお、カスタム検定は、データを得た後で、様々な角度から検定を行って傾向を探るために使うので、探索的な解析です。通常は多重性を考慮していません。したがって、これらの検定結果は探索的な解析結果であることを十分認識し、追試験などを実施して裏付けを取るなど、検定結果の取り扱いには慎重さが必要です。
　



JMP［モデルのあてはめ］
［カスタム検定］

A1社と A2 社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0）
A1社と A3社の比較（帰無仮説H0：𝛼𝛼3 − 𝛼𝛼1 = 0）
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表示4.2.9

表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

検定した水準全体の検定
ここでは 𝛼𝛼1 , 𝛼𝛼2 , 𝛼𝛼3 を比較したので、
表示4.2.7 の結果と一致

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.9 の下の黒枠の中の 4 つの数値は，表示4.2.7 の分散分析表の「会社間」の行の値に対応しています。これは、検定したパラメータ全体の検定の結果になります。ここでは a(1), a(2), a(3)　を比較したので、表示4.2.7 の分散分析表の結果と一致しています。




［カスタム検定］

JMP［モデルのあてはめ］

88

比較する
水準が３つ
全体の検定

比較する
水準が２つ

p.146

3.08744 2 = 9.53194
        𝑡𝑡 𝜈𝜈 2 = 𝐹𝐹 1, 𝜈𝜈

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　仮に、比較する水準が２つだけであれば、左のようになり、下の結果と上の結果は一致します。右のように、比較する水準が３つの場合、３つの水準全体の検定の結果が表示されます。



JMP［モデルのあてはめ］
［カスタム検定］

89

［効果の詳細］＞▼「会社」
＞▼［最小２乗平均差のStudentのt検定］
＞［詳細な比較］

帰無仮説 H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0 帰無仮説 H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = −100

帰無仮説 H0：𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼1 = 0

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストにはありませんが、カスタム検定の補足をします。今まで説明してきたカスタム検定は、真ん中の図のオレンジ枠で示した出力結果のように、帰無仮説が「=0」の検定でした。これは、左の図のように、通常の［効果の検定］で得られる結果と同じです。
　一方、カスタム検定では、右の図のブルー枠で示したように、「=-100」の検定ができます。つまり、帰無仮説は「α2−α1=−100」で、差は100と有意に異なるか否かを検定することができます。この場合は、有意ではないという結果が得られています。



［カスタム検定］
回帰係数の検定
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JMP［モデルのあてはめ］

帰無仮説 H0： 𝛽𝛽1 = 14 帰無仮説 H0： 𝛽𝛽1 = 0 

帰無仮説 H0：𝛽𝛽1 = 0

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　カスタム検定の補足です。傾きの検定ができます。真ん中の図のオレンジ枠で示したように、年齢を 1 として「=0」と置くと、一般の傾きの検定になります。この場合は、左の図のように、パラメータ推定値で示される結果と一致します。
　一方、右の図のブルー枠で示したように、「=14」という帰無仮説を設定して、傾きが 14 と有意に異なるか否かの検定ができます。



JMP［モデルのあてはめ］
ダミー変数１を使って JMPで解析

第1 水準を基準にした各水準の効果を直接求める場合、
ダミー変数１を生成して，[モデルのあてはめ] で解析
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会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y 会社 A2 A3 x y
1 A1 0 0 34 684 11 A2 1 0 34 692 21 A3 0 1 34 723
2 A1 0 0 33 788 12 A2 1 0 34 712 22 A3 0 1 39 762
3 A1 0 0 34 764 13 A2 1 0 37 700 23 A3 0 1 37 883
4 A1 0 0 37 836 14 A2 1 0 43 843 24 A3 0 1 29 678
5 A1 0 0 29 606 15 A2 1 0 37 748 25 A3 0 1 33 699
6 A1 0 0 26 696 16 A2 1 0 32 580 26 A3 0 1 36 830
7 A1 0 0 37 766 17 A2 1 0 46 837 27 A3 0 1 41 900
8 A1 0 0 38 862 18 A2 1 0 36 667 28 A3 0 1 37 835
9 A1 0 0 32 606 19 A2 1 0 41 805 29 A3 0 1 45 905

10 A1 0 0 31 708 20 A2 1 0 35 689 30 A3 0 1 39 793

表示 4.2.5
 LINEST 関数
による解析
（左）

ダミー変数１

ダミー変数１

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでは、ダミー変数１を用いて、第 1 水準を基準にした各水準の効果を LINEST 関数で求めてきました。これを JMP で直接求めたいときには，表示4.2.5 と同様のダミー変数1 を生成し、これをJMPに入力して[モデルのあてはめ] で解析します。



JMP［モデルのあてはめ］
ダミー変数１を使って

JMPで解析

ダミー変数１を使った
JMPの出力

ダミー変数１を使った
LINEST関数の出力
（第1 水準を基準にした

各水準の効果）
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x A3 A2 const
回帰係数 16.20 6.01 -75.59 195.28 切片

その標準誤差 2.27 24.04 24.48 76.75 その標準誤差
寄与率 0.71 49.99 #N/A #N/A 標準偏差

F 比 21.54 26 #N/A #N/A 残差自由度
回帰平方和 161466 64976 #N/A #N/A 残差平方和

t 値 7.141 0.250 -3.087 2.544
p 値 0.0000 0.8046 0.0048 0.0172
下限 11.54 -43.41 -125.92
上限 20.87 55.43 -25.26

表示4.2.5

p.146

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　LINEST 関数の出力と同様の結果が、JMPで得られます。



（8）傾きの差の検定

傾きの差が有意であるか否かの検定
傾きが等しいことは共分散分析の重要な前提

93

p.147

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　共分散分析は，傾きが等しいことを前提としています。この前提が成立するかどうかの確認方法を説明します。



傾きの違いによる残差平方和
傾きの違いによる残差平方和の変化
（1）共分散分析（各水準の傾きは等しい）

残差平方和は 64976

（2）各水準（会社）ごとに独立に回帰分析
（各水準の傾きは異なる）

モデルの残差平方和の計
34209＋9902＋20639 ＝ 64750・・・観測値によりフィットするため残差平方和は減少

(1)から (2) への残差平方和の減少分 64976 − 34209 + 9902 + 20639 = 226
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A1 社 A2 社 A3 社
回帰係数 16.419 188.13 16.905 93.371 15.343 233.12 切片

その標準誤差 5.7597 191.76 2.6333 99.373 3.807 141.77 その標準誤差
寄与率 0.5039 65.392 0.8374 35.182 0.67 50.792 標準偏差

F 比 8.1262 8 41.212 8 16.242 8 残差自由度
回帰平方和 34749 34209 51010 9902 41901 20639 残差平方和

表示4.2.7 分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社＋年齢 161466 3
　会社間 39101 2 19551 7.823 0.002
　年齢 127434 1 127434 50.993 0.000
残差 64976 26 2499 1.000
全体 226441 29

表示4.2.10

回帰直線上の推定値と
観測値との差の２乗和

p.147

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(1) 共分散分析の場合は、各水準の傾きは等しいという前提で解析します。この結果、表示4.2.7で求めたように、その残差平方和は、グリーン枠で示した 64976 でした。
　(2) 一方、各水準ごと、つまり会社ごとに独立に回帰分析を行います。表示4.2.10 は、各会社ごとにLINEST関数で回帰分析をした結果です。それぞれの傾きは、オレンジ枠で示した 16.419、16.905、15.343と異なり、それぞれの会社の観測値に最もフィットした３本の回帰直線が得られます。そのときの残差平方和の合計は、ブルー枠で示した値の合計 64750 です。
　各水準の傾きが等しいという制約を設けたよりも、各水準ごとに異なる傾きにした方が、回帰直線は観測値によりフィットしています。したがって、(1) から (2) へ、残差平方和が 226 だけ減少しました。




傾きの違いによる残差平方和
傾きの違いによる残差平方和の変化

(1)から (2) への残差平方和の減少分 64976 − 34209 + 9902 + 20639 = 226
この減少分が大きいほど「傾きが等しいと仮定することに無理がある」・・・有意性を検定
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p.147

残差平方和：
回帰直線上の
予測値と観測値
との差の２乗和

(1)３社の傾きが等しい 残差平方和：64976 (2)３社の傾きが異なる 残差平方和：64750
（共分散分析）

回帰直線が
観測値により
フィットしている

左のグラフより 226 減少

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　左のグラフが、３社の傾きが共通としたモデルで、残差平方和は 64976 です。右のグラフは、３社の傾きが異なるモデルで、残差平方和は 64750 です。左が共分散分析になります。　　　　　　　　　　
　左は各水準の傾きが等しいという制約があるので、右のように各水準ごとに異なる傾きにした方が、回帰直線は観測値によりフィットしています。したがって、残差平方和が 226 減少しました。この減少分が大きいほど、「傾きが等しいと仮定することに無理がある」ということになります。そこで、この大きさの有意性を検定します。つまり傾きの差が有意であるか否かの検定になります。



傾きの差の検定
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「4-共分散1.jmp」を読み込み

データ
表示 4.1.1のデータ
３社の年齢と年収

解析
傾きの差が有意であるか否かの検定
［分析］＞［モデルのあてはめ］

［役割変数の選択、Y］：「年収」
［モデル効果の構成］：「会社」「年齢」「会社*年齢」
［強調点］：［最小レポート］

96

p.147

交差の項を
モデルに追加
（§5 ２因子実験）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほどと同様に、JMP ファイル「2-1因子2.jmp」を読み込みます（操作）。
　傾きの差を検定するには、「交差」の項をモデルに組み込みます。この交差については、§5の２因子実験で詳しく説明があります。ここでの説明は省略します。�　［分析］＞［モデルのあてはめ］で、［役割変数の選択、Y］に「年収」を指定します（操作）。
　［モデル効果の構成］に「会社」、「年齢」、そして「会社*年齢」を組み込み、［強調点］を［最小レポート］にして解析します（操作）。
　なお、交差の設定の方法は、次のスライドで説明します。�　




傾きの差の検定
交差の指定
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「会社」と「年齢」を選択して
［交差］をクリック
［モデル効果の構成］に「会社*年齢」が追加

交差「会社*年齢」を加えることにより
会社によって「年齢が年収に与える影響」が
異なる項をモデルに含める（→§ 5）

p.147

中心化を外さない（§2.2 ）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　交差の設定方法を説明します。［モデル効果の構成］で、「会社」「年齢」を指定した後、「会社」と「年齢」を同時に選択してから［交差］をクリックします。そうすると、モデルの構成のところに、「会社*年齢」の項が追加されます。
　この交差「会社*年齢」を加えることにより、会社によって「年齢が年収に与える影響」が異なる項をモデルに含めることになります。詳しくは、この後の§ 5で説明します。
　なお、▼のメニューで、中心化を外さないで解析します。中心化については、§2.2 で説明がありました。ここで、中心化を外さない理由は後で説明します。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-2-2.pdf


傾きの差の検定
 JMP ［モデルのあてはめ］

傾きが異なる回帰直線が
当てはめられている
（交差を組み込んだ結果）
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表示4.2.11 傾きの違いの検定

A1: y = 16.419x + 188.13
A2: y = 16.905x + 93.371
A3: y = 15.343x + 233.12
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表示 4.2.2 年齢と年収の関係

p.148

傾きが異なる
回帰直線

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.11 のように、会社ごとに傾きが異なる回帰直線をあてはめたグラフが得られます。これは、表示4.2.2と同じグラフです。モデルに「交差」を組み込んだ結果です。




要因 平方和 自由度 平均平方 F 比 p 値
会社*年齢 225.66 2 112.8 0.0418 0.9591
残差 64750.05 24 2697.9 1.0000

傾きの差の検定
 JMP ［モデルのあてはめ］

残差平方和の減少分：226と一致
（傾きの違いによる平方和の差）

自由度：２
３社毎に異なる：自由度３
３社共通：自由度１
その差の平方和の自由度

３－１＝２
𝐹𝐹 = ⁄⁄225.66 2 269.9 = 0.0418
𝑝𝑝 = F. DIST. RT(0.0418,2,24)=0.959

「会社*年齢」は棄却されない
共分散分析の前提（傾きが等しい）
を満足している
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表示4.2.11 傾きの違いの検定

p.148

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ブルー枠で示したように、　「効果の検定」の「会社* 年齢」の平方和は 225.66 です。これは、傾き共通のモデルと傾きが異なるモデルの残差平方和の差、つまり「傾きの取り扱いの違い」による平方和 226 と一致しています。
　傾きが共通の場合、傾きは 1 なので自由度は１、傾きが３社で異なる場合の自由度は３、したがってグリーン枠で示したように、その差の平方和の自由度は、3 − 1 = 2 です。
　これから，「会社* 年齢」の平均平方は　225.66/2、 F 比は 0.0418、p 値をExcel関数で求めると 0.959です。帰無仮説（交差「会社*年齢」の効果がない）は棄却されません。
　すなわち，共分散分析の前提である「傾きが等しい」を満足していると判断されます。



傾きの差の検定
 JMP ［モデルのあてはめ］

この解析は、中心化を設定している
中心化をしないで交互作用を推定すると、独立変数の主効果の解釈が難しくなることがある
（次章で説明あり）
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中心化を設定

表示4.2.11 傾きの違いの検定（補足）

p.148

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　なお、テキストにはありませんが、　パラメータ推定値の交互作用をみると、中心化されていることがわかります。
　「傾きの差の検定」に中心化は直接関係しませんが、中心化をしないで交互作用を推定すると、独立変数の主効果の解釈が難しくなることがあるので、ここでは中心化を行っています。詳細は、次章の２因子実験で説明します。�



（9）共分散分析の利点

事例：会社の年収と年齢の解析
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p.148

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　共分散分析の事例として、「会社の年収と年齢の解析」を取り上げました。この解析結果から、共分散分析の利点をまとめます。



共分散分析の利点
補助因子を取り上げることにより得られる利点
（a）水準によって補助因子の平均値が違う場合、制御因子の効果の推定に偏りが入る

補助因子をモデルに組み込むことにより、この偏りを除いて制御因子の効果を推定できる

（会社によって年齢の平均値が違う場合、会社間の年収の差の推定に偏りが入る
年齢をモデルに組み込むことにより、この偏りを除いて会社間の年収の差を推定できる）

補助因子を考慮しないとき制御因子が有意であるが、
補助因子を考慮すると制御因子が有意でなくなる場合がある

（制御因子の効果と思われていたものが、実は補助因子の平均値の差である場合）
補助因子を考慮すると、制御因子の効果を発見できる場合もある

（効果の符号が逆になることもある）

（b）補助因子の変化による平方和が残差平方和から分離されて、残差平方和が小さくなる
残差の平均平方が小さくなり、制御因子の効果の検出力が向上する
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　共分散分析は補助因子を利用した解析です。この補助因子を取り上げることによって得られる利点は次の2 つです。
　まず、(a) 水準によって補助因子の平均値が違う場合に，制御因子の効果の推定値に偏りが入ります。この偏りを除いて、制御因子の効果を推定できます。会社の例で言い換えますと、「会社によって年齢の平均値が違う場合、会社間の年収の差の推定に偏りが入る。この偏りを除いて会社間の差を推定できる」ということになります。
　ただし、補助因子を考慮しないときは制御因子の効果が有意であるが，補助因子を考慮すると制御因子の効果が有意でなくなる場合があります。このときは，制御因子の効果と思われていたものが，実は補助因子の平均値の違いによるものであった場合です。
　逆に，補助因子を考慮することにより制御因子の効果を発見できる場合もあります。効果の符号が逆になることもあります。



共分散分析の利点
補助因子を取り上げることにより得られる利点
（a）水準によって補助因子の平均値が違う場合、制御因子の効果の推定に偏りが入る

補助因子をモデルに組み込むことにより、この偏りを除いて制御因子の効果を推定できる

（会社によって年齢の平均値が違う場合、会社間の年収の差の推定に偏りが入る
年齢をモデルに組み込むことにより、この偏りを除いて会社間の年収の差を推定できる）

補助因子を考慮しないとき制御因子が有意であるが、
補助因子を考慮すると制御因子が有意でなくなる場合がある

（制御因子の効果と思われていたものが、実は補助因子の平均値の差である場合）
補助因子を考慮すると、制御因子の効果を発見できる場合もある

（効果の符号が逆になることもある）

（b）補助因子の変化による平方和が残差平方和から分離されて、残差平方和が小さくなる
残差の平均平方が小さくなり、制御因子の効果の検出力が向上する
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に(b)　補助因子の変化によって，残差平方和が大きくなり，制御因子の効果を推定する精度を低させます。共分散分析を適用すると，補助因子の変化による平方和を残差平方和から分離して残差の平均平方を少なくします。これによって，制御因子の効果の検出力が向上します。
　これらの理解を図るために、イメージ図で説明します。
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共分散分析の利点
共分散分析のイメージ

(a) 散布図：３社の年齢と収入
〇：A1 ×：A2 △：A3

傾きが共通の回帰直線

(b)(c) 層別分布グラフ
３社別の点グラフ
平均と標準誤差の位置に横線
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表示4.2.12

層別分布グラフ

±標準誤差

平均

A1 A2 A3         A1 A2 A3

散布図

傾き共通の
回帰直線

p.149

(a)                                                              (b)                       (c)

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの表示4.2.12 を一部改変して示します。　これは、共分散分析のイメージ図で、共分散分析の利点を説明しています。テキストには記号がありませんが、左から (a) (b) (c) として、順に説明していきます。
　(a) は、３社の年齢と収入の散布図です。マーカーは、〇：A1　×：A2　△：A3。傾きを共通とする３社の回帰直線を引いてあります。
　(b)(c)は、層別分布グラフです。３つの会社ごとにグルーブ化して点グラフを描いてあります。(b)(c)の違いはこの後で説明します。それぞれ、３社ごとの年収の点グラフで、平均と標準誤差の位置に横線が入っています。
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共分散分析の利点
共分散分析のイメージ

(a) 散布図：３社の年齢と収入
〇：A1 ×：A2 △：A3

傾きが共通の回帰直線

(b) 層別分布グラフ（１因子実験）
散布図を横から見て会社を比較
１因子実験の解析イメージ
補助因子（年齢）の考慮なし
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表示4.2.12

p.149

層別分布グラフ散布図
(a)                                                              (b)                     

真横から
見ている

横軸に
平行移動

𝐴𝐴1

𝐴𝐴3

𝐴𝐴2

A1 A2 A3

A2 ≈ A1 < A3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(b)のグラフは、散布図の各プロットを横軸と平行に真横から見ている状態です。黒い矢印のように、各プロットは横軸と平行に移動して点グラフになり、この平均値を比較します。例として A2 社の２点に矢印を引いてありますが、全ての観測値で同じように移動させます。これは、通常の１因子実験の解析結果です。３社の平均値の横線を比較すると、A2≈A1<A3 という結果になります。これは、年齢を考慮していない比較になります。
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共分散分析の利点
共分散分析のイメージ

(a) 散布図：３社の年齢と収入
〇：A1 ×：A2 △：A3

傾きが共通の回帰直線

(c) 層別分布グラフ（共分散分析）
各観測値を回帰直線に沿って
35歳（縦線）に移動した分布
（35歳でなくても結果は同じ）
回帰直線に沿って斜め上から
見て会社を比較するイメージ
補助因子（年齢）を考慮
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表示4.2.12

𝐴𝐴1

補助因子による補正

p.149

(a)                                                                                           (c)

𝐴𝐴3

𝐴𝐴2

A1 A2 A3         A1 A2 A3
A2 < A1 ≈ A3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(c) のグラフは、各観測値を回帰直線に沿って35歳に移動した分布です。35歳のところに縦線があります。例としてA2社の２点に矢印をひいてありますが、全ての観測値で同じように移動させます。平均値近くの35歳にしてありますが、35歳でなくても結果は同じです。これは、回帰直線に沿って斜め右上から左下を見たイメージになります。３社の平均値の横線を比較すると、A2<A1≈A3 になります。これは、補助因子である平均年齢を考慮し、偏りを除いて会社間の比較をした結果です。
　これが、共分散分析の仕組みです。
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共分散分析の利点
共分散分析のイメージ

(a) 散布図：３社の年齢と収入
〇：A1 ×：A2 △：A3

傾きが共通の回帰直線

(b) 層別分布グラフ（１因子実験）

(c) 層別分布グラフ（共分散分析）

補助因子（年齢）で年収を補正
残差平方和から補助因子由来の
平方和を分離、検出力の向上
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表示4.2.12

p.149

(a)                                                              (b)                       (c)

A1 A2 A3         A1 A2 A3

A2 ≈ A1 < A3

A2 < A1 ≈ A3

補
正

(c)

(b)
補助因子による補正

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上の説明が、表示4.2.12 の内容です。(b) が年齢を考慮しない通常の１因子実験、(c) が共分散分析法です。黒い矢印で示したように、データを (b)方向にそのまま比較する方法が１因子実験です。データを (c) のように補助因子で補正して比較する方法が共分散分析です。
　(b) を年齢で補正して (c) にすることにより、3 社の年収の大小関係が補正されました。さらに、イメージとしてブルーの両矢印で示したように、補助因子（年齢）の変化によるバラツキ（平方和）が残差平方和から分離されて検出力か向上しました。



（10）共分散分析の適用上の注意

医薬開発の動物実験の場合
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　最後に、医薬開発の動物実験の場合を例として、共分散分析の適用上の注意をまとめます。�




共分散分析の適用上の注意
補助因子の選択

補助因子は、実験で取り上げた制御因子の影響を受けないものに限定する
（実験に先立って計測された量に限定する）

例：薬剤投与した後の体重、体重増加量（投与後体重－投与前体重）は補助因子に不適

薬剤投与実験の事例
左：共分散分析の適用例
右：「体重減少」は補助因子に不適
これを補助因子にすると
補助因子が主原因とするモデルが
良く当てはまり、副作用が
表目に表れない

薬剤投与
効果

初期体重
（補助因子）

薬剤投与は初期体重に
影響を与えない

表示4.2.13 制御因子、補助因子と結果の関係

p.150

薬剤投与 効果

体重減少
（補助因子に不適）

薬剤投与の副作用で
体重減少が起こる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　まず、補助因子に何を選択するかという問題です。補助因子は実験で取り上げた制御因子の影響を受けないものに限定します。言い換えると、実験に先立って計測された量的因子に限るということです。たとえば、薬剤投与した後の体重や、体重増加量、つまり投与後体重から投与前体重を引いた値は、補助因子にするには適当ではありません。



共分散分析の適用上の注意
補助因子の選択

補助因子は、実験で取り上げた制御因子の影響を受けないものに限定する
（実験に先立って計測された量に限定する）

例：薬剤投与した後の体重、体重増加量（投与後体重－投与前体重）は補助因子に不適

薬剤投与実験の事例
左：共分散分析の適用例
右：「体重減少」は補助因子に不適
これを補助因子にすると
補助因子が主原因とするモデルが
良く当てはまり、副作用が
表面に表れない

薬剤投与
効果

初期体重
（補助因子）

薬剤投与は初期体重に
影響を与えない

薬剤投与 効果

体重減少
（補助因子に不適）

薬剤投与の副作用で
体重減少が起こる

表示4.2.13 制御因子、補助因子と結果の関係

p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示4.2.13 の左の図は，薬剤投与と初期体重が効果に影響しており，初期体重を補助因子として共分散分析が適用されます。薬剤投与は初期体重に影響を与えません。
　右の図は，薬の投与が成長を阻害して体重が減少し、このために寿命を縮める副作用が表われるという関係を表わしています。このような場合に，補助因子として「体重の減少量」を取り上げると，体重の減少量が寿命を減少させた主原因であるというモデルが良くあてはまり，薬の副作用が表面に表われません。
　したがって、補助因子は，実験で取り上げた制御因子の影響を受けないものに限定する，すなわち，実験に先だって計測された変量因子に限定するという制限をつけるのが良いと考えられます。



共分散分析の適用上の注意
固有技術を駆使して共分散分析を活用

共分散分析を２因子実験（この後の章）に拡張して利用できる

共分散分析は、２つ以上の補助因子を設定することもできる
２つの補助因子の差を補助因子に設定することも考えられる（収縮期と拡張期の血圧の差）

共分散分析は広い適用範囲を持っている
活用するためには，共分散分析を使いこなす統計技術だけでなく，固有技術を駆使する

（なにを補助因子にするかは固有技術で考える）

p.150

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　共分散分析は，この後で取り上げる 2 因子実験などにも拡張して利用することができます。
　また，補助因子を2 つ以上取り上げることもできます。
　しかし，収縮期と拡張期の血圧のような場合には，2 つを補助因子とするよりも，両者の差を補助因子とするのが良いかもしれません。
　このように，共分散分析は広い適用範囲をもっていますが、それを活用するためには，共分散分析を使いこなす統計技術だけではなく，何を補助因子にするか、固有技術を駆使する必要があります。



まとめ
共分散分析の前提条件

補助因子が、実験で取り上げた制御因子の影響を受けないこと
制御因子の各水準で傾きが等しいこと

補助因子にした「年齢」は、制御因子の「年収」の影響を受けない
「年齢」と「年収」の直線の傾きが会社で違わないと見なせる
「会社*年齢」が有意でないことで確認

共分散分析の平方和の考え方
分散分析は、乱塊法で欠測値のある場合に対応している

「会社間」と「年齢」の平方和の合計は「会社＋年齢」の平方和と一致しない
共分散の利点

水準によって補助因子の平均が違う場合に入るバイアスを除き、制御因子の効果を推定
補助因子の変化による平方和を残差平方和から分離し，残差の平均平方を小さくする

→ 制御因子の効果の検出力が向上

112

p.151
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