
7 変量模型、枝分れ実験
7.1 １因子実験（変量模型）
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テキスト
芳賀敏郎（2014）医薬品開発のための統計解析

第２部 実験計画法 改訂版、サイエンティスト社、p.294

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストとして、芳賀敏郎著　「医薬品開発のための統計解析　第２部　実験計画法　改訂版」　を使用します。




第２部 実験計画法
１因子実験・・・質的因子 1.1 繰り返し数が等しい場合、1.2 繰り返し数が異なる場合

1.3 多重比較、1.4 ばらつきを特性値とする実験
1.5 ノンパラメトリック検定

量的因子 2.1 直線関係の場合、2.2 非直線関係の場合
2.3 ダミー変数による質的因子の効果の推定

乱塊法・・・・・3.1 質的因子の乱塊法、3.2 量的因子の乱塊法、3.3 欠測値のある場合
共分散分析・・・4.1 共分散分析の目的、4.2 解析手順、4.3 医薬品開発における共分散分析の例
２因子実験・・・5.1 ２因子実験の基礎、5.2 質的因子×質的因子、5.3 質的因子×量的因子

5.4 質的因子×量的因子（変形）、5.5 量的因子×量的因子
多因子実験・・・6.1 多因子実験の基礎、6.2 スクリーニング計画、6.3 応答曲面計画
変量模型ほか・・7.1 １因子実験､7.2 枝分れ実験、7.3 乱塊法の拡張、7.4 経時データ、7.5 交差試験
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　本章では、変量模型などを取り上げます。本節は、変量模型の１因子実験です。



7.1 １因子実験（変量模型）

（1）実験とデータ
（2）分散成分の推定
（3）信頼性係数と級内相関係数
（4）分散成分の区間推定
（5）JMP による解析（EMS）
（6）JMP による解析（REML）
（7）繰り返し数が不揃いの場合
（8）分散成分の利用：最適繰り返し数の算出
使用するファイル

Excel ファイル：「DE改7-変量.xlsm」
JMP ファイル：「7-変量.jmp」 サイエンティスト社ホームページからダウンロード

 JMP 10.0.2 の出力を表示
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テキストの
該当ページ

p.239

★プレゼンテーションの
スピーカーノートを、
PDF の注釈に変換してあります

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストの239ページを開いてください。テキストの該当ページは右上に示してあります。
　使用する Excel ファイル、JMP ファイルは、サイエンティスト社のホームページからダウンロードしてください。
　なお、JMP 10.0.2 を用いた結果の出力を表示しています。
　
　



（1）実験とデータ

１因子実験（変量模型）のデータとその特徴
（データのバラツキに注目）

4

p.239

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この節では、１因子実験（変量模型）のデータを扱います。ここでは、その特徴を説明します。特に、データのバラツキに注目します。



１因子実験（変量模型）の実験とデータ
統計手法の基本

誤差を含むデータから、誤差に惑わされないで、正しい結論を効率良く導き出す
↓ （真の値を正しく推定）

データが取られる過程のどこで、どのような誤差が生じ，その大きさはどの位か把握する

データに含まれる誤差とその要因
例：血圧測定
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被験者 測定時
一郎 起床後 120 125 137
一郎 就寝前 139 138 130
花子 ・ 118 125 109
花子 ・ 121 130 125

・ ・ ・ ・ ・

繰返し測定

繰返し測定

測定方法
食前
食後 測定する時間帯などなど

推定しようとする真の値（母数）と観測値との差
さまざまな要因による誤差で観測値がばらつく

最高血圧、
最低血圧などを
単に「血圧」と表記

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「誤差」は、推定しようとする真の値（母数）と観測値との差であり、さまざまな要因による誤差の影響によって観測値は真の値とは一致せず、ばらつきます。統計手法の基本は、「誤差を含むデータから、誤差に惑わされないで、正しい結論を効率良く導き出す」ことです。つまり、真の値を正しく推定することです。
　この統計手法の機能を十分に発揮するためには、データが取られる過程のどこで、どのような誤差が生じ，その大きさはどの位かを十分に把握する必要があります。
　たとえば、人の血圧測定を考えます。血圧を続けて３回繰り返し測定しても、同じ値は得られないでしょう。また、測定方法、食事の前後や朝・昼・晩などの時間帯、個人差、性別など、血圧の測定値がばらつく原因、すなわち誤差を生じさせる要因はたくさんあります。
　なお、本節では、最高血圧、最低血圧などを含めて、単に「血圧」と表現しています。



１因子実験（変量模型）の実験とデータ
統計手法の基本

誤差を含むデータから、誤差に惑わされないで、正しい結論を効率良く導き出す
↓ （真の値を正しく推定）

データが取られる過程のどこで、どのような誤差が生じ，その大きさはどの位か把握する

実験データでは複数の原因による誤差が含まれる
事例：人の血圧測定

１人の被験者の血圧を数回測定
測定値は10 や 20 の違いが生じる（測定条件を十分管理して測定しても）
測定値は様々な「測定誤差」を含む（この場合は血圧の経時的変化も含まれる）

複数の被験者の血圧を測定
測定値は「個人差」と「測定誤差」の両方を含む

→ 血圧に関する薬の効果を比較する場合、誤差を考慮して、
１剤あたりの被験者、被験者あたりの測定回数をどう決めるか？
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推定しようとする真の値（母数）と観測値との差
さまざまな要因による誤差で観測値がばらつく

測定位置、血圧計の個体差、装着状態など

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　イラストで示した事例のように、実験データでは複数の原因による誤差が含まれます。
　血圧を測定する場合、測定環境や測定前の状態など、測定条件を十分管理して測定したとしても、１人の被験者の血圧を数回測定すると、測定値は 10 や 20 の違いが生じます。測定値は様々な「測定誤差」を含むからです。測定誤差には、測定位置、血圧計の個体差、装着状態など様々な要因が含まれます。また、この場合は、測定誤差だけではなく、血圧の経時的変化の影響も含まれますが、これからの説明では単に測定誤差ということにします。
　さらに、複数の被験者の血圧を測定した場合、測定値は「測定誤差」に加えて、「個人差」が含まれるので、さらに測定値はバラツキます。
　そこで、血圧に関する薬の効果を比較する場合、誤差を考慮して、１剤あたりの被験者、被験者あたりの測定回数をどう決めればいいでしょうか。本節では、これらのことを取り上げます。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る
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表示 7.1.1 データの形式（改変）
連続して測定

薬剤

被験者

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　実験データを示して具体的に説明します。　 
　表示7.1.1 のように、a 種類の薬剤 A(i) を，それぞれ被験者 b 人に投与して、特性値として血圧を測定します。i は 1～a、j は 1～b を取ります。
　血圧の測定誤差を考慮して、同一被験者について r 回続けて繰り返し血圧を測定します。オレンジ枠で示したように、薬剤 A(i) の、 j 番目の被験者の、k 回目の測定で得られたは観測値を y(ijk) と表記します。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る
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表示 7.1.1 データの形式（改変） 「人」ごとの平均

薬剤の平均

総平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　グリーン枠で示した y(11・)-bar は 「被験者」ごとの平均値です。薬剤ごとの平均値は、y(i・・)-bar、全体の平均、すなわち総平均は y(・・・)-bar です。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る

9
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表示 7.1.1 データの形式（改変）

被験者は不特定多数の集合から
ランダムに選定
次に同じ実験をする場合
別の被験者になる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、重要な前提は、被験者は不特定多数の集合からランダムに選定されていることです。仮に、この全体の実験を再度行うことになった場合、別の被験者になります。
　したがって、ある被験者が山田太郎さんだった場合、その測定値は、山田太郎さんの測定値という特定した意味ではなく、「たまたま選ばれたある被験者」の測定値という意味になります。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る
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表示 7.1.1 データの形式（改変）

薬剤 A1 の j 番目の被験者と
薬剤 A2 の j 番目の被験者は
異なる被験者
（同じ被験者という実験もある、

次節で説明あり）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また、ブルー枠とグリーン枠で示したように、薬剤　A1 の j 番目の被験者と、薬剤 A2 の j 番目の被験者は、異なる被験者です。ただし、同じ被験者という実験もあります。この点については、次節で説明があります。
　本節では、異なる被験者として説明します。




1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る
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表示 7.1.1 データの形式（改変）

繰返して測定した観測値は、
通常、平均して解析に用いる
（実験の繰り返しではないから）
本章では、平均する前の観測値の
バラツキ（測定誤差）の影響を解析

因子 A

因子 B 被験者ごとの平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この表では、「条件」を因子 A 、「人」を因子 B と表すことができます。さらに、ブルー枠で示したように、被験者の血圧を r 回、連続して繰返し測定して、複数の観測値を得ています。
　ただし、「測定の繰り返し」と「実験の繰り返し」を厳密に区別する必要があります。ブルー枠の「測定の繰り返し」を「実験の繰り返し」として用いると、実験の水増しになって、誤った解析結果になります。通常、これらの観測値は、グリーン枠のように平均して、被験者ごとの平均値を観測値として、次のスライドのように解析します。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
実験データ

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

通常、測定値を被験者ごとに平均
１因子実験として解析（§1.1 ）

「繰り返し測定」「被験者」の
バラツキを分けて解析しない

（合わせて繰返し誤差として利用）
12
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表示 7.1.1 データの形式（改変）

条件 血圧観測値

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

𝐴1          𝑦𝑦11        𝑦𝑦12       ⋯           𝑦𝑦1𝑏𝑏   
𝐴2          𝑦𝑦21       𝑦𝑦22       ⋯           𝑦𝑦2𝑏𝑏   

𝐴𝑎           𝑦𝑦𝑎1       𝑦𝑦𝑎2      ⋯           𝑦𝑦𝑎𝑏𝑏   

因子 A

因子 B 被験者ごとの平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この事例は、a 種類の薬剤（Ai）をそれぞれ被験者 b 人に投与して血圧を測定した実験です。通常、右の表で被験者ごとに繰り返し測定した観測値を平均し、左の表のように「質的因子の１因子実験」として解析します。左と右の表のグリーン枠で示したデータが対応しています。この解析については、§1.1 で取り上げました。
　左の表のように、§1.1 では、「繰り返し測定」と「被験者」のバラツキを分けて解析することはありませんでした。両者を合わせて、同一条件での実験における繰り返し誤差として用いました。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
薬剤間の比較

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る

薬剤間の比較をするとき，
1）個々の観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

         2）各人の平均値 �𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖�
    バラツキの影響を分けて解析
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表示 7.1.1 データの形式（改変）

個々の観測値のばらつき

薬剤間の比較

各人の平均値のばらつき

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この第7章では、薬剤間の比較をするときに、平均する前の個々の観測値を取り上げて、個々の観測値のバラツキの影響と、被験者として選んだ各人の平均値のバラツキの影響を分けて解析します。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）の実験とデータ
薬剤間の比較

a 種類の薬剤（Ai）を
それぞれ被験者 b 人に投与
投与後の血圧を測定

血圧の測定誤差を考慮して、
同一被験者について r 回測定
薬剤（Ai）の j 番目の被験者の
k 回目の測定で観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 を得る

薬剤間の比較をするとき，
1）個々の観測値 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

         2）各人の平均値 �𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖�
    バラツキの影響を分けて解析

人数 b と繰り返し数 r の決め方
14

p.239

繰り返し数 r表示 7.1.1 データの形式（改変）

人数 b

個々の観測値のばらつき

各人の平均値のばらつき

薬剤間の比較

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　また、被験者の人数 b と、測定の繰り返し数 r をどのように決めると、薬剤間の比較を精度高く行えるか、この点についても取り上げられます。



（2）分散成分の推定

分散成分の点推定
データの構造（変量模型）

15

p.240

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、この２つのばらつき、すなわち分散の成分の点推定を行います。推定する基礎としてデータ構造を説明します。ここでは、「変量」という言葉が新たに出てきます。




1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
実験データ

条件 A1 のデータ
↓

質的因子の１因子実験のデータ
と見なせる（形式上のみ）

16

p.240

表示 7.1.1 データの形式

𝑦𝑦1𝑗𝑗𝑗𝑗 ⇒ 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

人1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

平均値人 血圧観測値

𝑦𝑦11        𝑦𝑦12                      𝑦𝑦1𝑖𝑖                     𝑦𝑦1𝑟𝑟        𝑦𝑦�1�     

𝑦𝑦𝑖𝑖1        𝑦𝑦𝑖𝑖2                       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑟𝑟     𝑦𝑦�𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1��  

𝑦𝑦𝑏𝑏1        𝑦𝑦𝑏𝑏2                      𝑦𝑦𝑏𝑏𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑏𝑏𝑟𝑟        𝑦𝑦�𝑏𝑏�   

水準

繰り返し

因子

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.1 のデータから，オレンジ枠の部分、すなわち条件が A1 のデータだけを取り出して考えます。左下のように取り出すと、データの形式は通常の1 因子実験と見なせます。先に説明したように、形式上であって、実際は質的因子の1因子実験ではありません。
　「人」を質的因子と見なし、その水準は１から b です。そして、「血圧測定の繰り返し」を「実験の繰り返し」 と見なします。このように考えると、観測値 y(1jk) を y(jk) と表せます。



１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
実験データ

Excel ファイル「DE改7-変量.xlsm」、
名前ボックスから（Fig71_02）を選択
「表示7.1.2」を表示

17

p.240

表示 7.1.2 実験データと基本解析（一部）

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

データ

人1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

平均値人 血圧観測値

𝑦𝑦11        𝑦𝑦12                      𝑦𝑦1𝑖𝑖                     𝑦𝑦1𝑟𝑟        𝑦𝑦�1�     

𝑦𝑦𝑖𝑖1        𝑦𝑦𝑖𝑖2                       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑟𝑟     𝑦𝑦�𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1��  

𝑦𝑦𝑏𝑏1        𝑦𝑦𝑏𝑏2                      𝑦𝑦𝑏𝑏𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑏𝑏𝑟𝑟        𝑦𝑦�𝑏𝑏�   

水準

繰り返し

因子

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Excel ファイル「DE改7-変量.xlsm」を読み込み、名前ボックスから（Fig71_02）を選択して、「表示7.1.2」を表示させます（操作）。 　　　　�



１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
実験データ

表示7.1.2 のデータが得られたとする
水準 B1～B6（ランダムに選ばれた被験者）

 繰り返し数 r = 3
（測定の繰り返しを実験の繰り返しと見なす）

 質的因子の１因子実験（§1.1）と見なして解析

18

人1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

平均値人 血圧観測値

𝑦𝑦11        𝑦𝑦12                      𝑦𝑦1𝑖𝑖                     𝑦𝑦1𝑟𝑟        𝑦𝑦�1�     

𝑦𝑦𝑖𝑖1        𝑦𝑦𝑖𝑖2                       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑟𝑟     𝑦𝑦�𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1��  

𝑦𝑦𝑏𝑏1        𝑦𝑦𝑏𝑏2                      𝑦𝑦𝑏𝑏𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑏𝑏𝑟𝑟        𝑦𝑦�𝑏𝑏�   

p.240

表示 7.1.2 実験データと基本解析（一部）

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

データ因子

水準

水準

因子

繰り返し

繰り返し

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.2 のデータが得られたとします。オレンジ枠で示したように、水準が B1～B6 です。これはランダムに選ばれた被験者、つまり「人」ですが、これを質的因子としてと見なします。ブルー枠で示したように、繰り返しが r=3 で、それぞれの観測値とその平均値が表示してあります。この血圧の測定の繰り返し 1～3 を実験の繰り返しと見なして、§1.1 で説明があった「質的因子の1 因子実験」として解析します。　


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
基本計算

19

分散分析表
水準 r 平均 1 2 3 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p値
B1 3 127.33 120 125 137 水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
B2 3 135.67 139 138 130 水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
B3 3 117.33 118 125 109 全体 4432.28 17 260.72
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準数 6

水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 8.74 -4.06 -7.33 -2.33 9.67
B2 4.93 4.28 3.33 2.33 -5.67
B3 8.02 -14.06 0.67 7.67 -8.33
B4 8.50 6.94 -6.33 9.67 -3.33
B5 7.81 23.61 4.00 -9.00 5.00
B6 15.53 -16.72 -12.67 17.33 -4.67

2乗和 1117.65 1079.33

データ

残差

基本計
１因子実験（§1.1）と見なした基本計算

効果＝水準平均－全体平均
127.33 − 131.39 = −4.06 （B1）

残差＝観測値 －水準平均
120 − 127.33 = −7.33 （B1の１番）

効果の平方和（水準間(B) の平方和）
3 × −4.06 2+⋯+ −16.72 2

 = 3 × 1117.65 = 3352.94
残差平方和（水準内(W) の平方和）

−7.33 2 + ⋯+ −4.67 2 = 1079.33

表示 7.1.2 実験データと基本解析

p.240

6 − 1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.2 で、質的因子の１因子実験と見なして基本的な計算を行います。必要に応じて §1.1 を参照してください。
　因子の効果は、オレンジ枠で示したように、水準平均から全体平均（総平均）を引きます。たとえば、水準 B1 の効果は 127.33 から 131.39 を引いて-4.06 になります。
　効果の平方和は、求めた効果を２乗して足した「２乗和」で 1117.65、それぞれの効果は３つの観測値から得られているので、３倍して 3352.94 になります。これを、分散分析表では、水準間(B)の平方和と表しています。自由度は、6-1=5 です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
基本計算
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分散分析表
水準 r 平均 1 2 3 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p値
B1 3 127.33 120 125 137 水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
B2 3 135.67 139 138 130 水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
B3 3 117.33 118 125 109 全体 4432.28 17 260.72
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準数 6

水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 8.74 -4.06 -7.33 -2.33 9.67
B2 4.93 4.28 3.33 2.33 -5.67
B3 8.02 -14.06 0.67 7.67 -8.33
B4 8.50 6.94 -6.33 9.67 -3.33
B5 7.81 23.61 4.00 -9.00 5.00
B6 15.53 -16.72 -12.67 17.33 -4.67

2乗和 1117.65 1079.33

データ

残差

基本計
１因子実験（§1.1）と見なした基本計算

効果＝水準平均－全体平均
127.33 − 131.39 = −4.06 （B1）

残差＝観測値 －水準平均
120 − 127.33 = −7.33 （B1の１番）

効果の平方和（水準間(B) の平方和）
3 × −4.06 2+⋯+ −16.72 2

 = 3 × 1117.65 = 3352.94
残差平方和（水準内(W) の平方和）

−7.33 2 + ⋯+ −4.67 2 = 1079.33

表示 7.1.2 実験データと基本解析

p.240

3 − 1 × 6

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　残差は、ブルー枠で示したように、観測値からその水準平均を引きます。たとえば、水準 B1　の１番目の観測値 120 の残差は、127.33 を引いて -7.33 になります。
　残差平方和は、求めた残差を２乗して足した「２乗和」で、1079.33 になります。これは、それぞれの水準の繰り返し誤差になりますから、分散分析表では水準内(w) の平方和と表しています。自由度は、(3-1)×6= 12 です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
基本計算
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分散分析表
水準 r 平均 1 2 3 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p値
B1 3 127.33 120 125 137 水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
B2 3 135.67 139 138 130 水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
B3 3 117.33 118 125 109 全体 4432.28 17 260.72
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準数 6

水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 8.74 -4.06 -7.33 -2.33 9.67
B2 4.93 4.28 3.33 2.33 -5.67
B3 8.02 -14.06 0.67 7.67 -8.33
B4 8.50 6.94 -6.33 9.67 -3.33
B5 7.81 23.61 4.00 -9.00 5.00
B6 15.53 -16.72 -12.67 17.33 -4.67

2乗和 1117.65 1079.33

データ

残差

基本計
水準間(B) の平均平方（VB）、被験者間

被験者６人の平均値の分散の推定値

水準内(w) の平均平方（Vw）、 被験者内
各被験者の観測値の分散の推定値
（測定を繰返した観測値）
被験者６人ごとの

測定値のばらつきは等しいと仮定
（等分散を仮定）

ランダムに
選ばれた
被験者

p.240

表示 7.1.2

被験者内
（残差）

被験者間

測定回数

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分散分析表の要因が、「水準間(B)」と「水準内(W)」という表記になっています。
　「水準間(B)」の平均平方　670.59 は、平方和 3352.94 を自由度 5 で割って求めます。これまでの分散分析表では、因子の水準間の分散の推定値でした。「水準間」を「被験者間」と言い換えることができます。
　「水準内(W)」の平均平方 89.94 は、平方和 1079.33 を自由度 12 で割って求めます。これまでは繰り返し誤差の分散の推定値で、「残差」と呼んでいました。ここでは、各被験者ごとに測定を繰り返して得た観測値の分散の推定値になります。「水準内」を「被験者内」と言い換えることがきます。この６人の被験者ごとの測定のばらつきは等しいと仮定します。すなわち、各水準内は等分散であるという仮定は同じです。



１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
母数因子

変量因子
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分散分析表
水準 r 平均 1 2 3 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p値
B1 3 127.33 120 125 137 水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
B2 3 135.67 139 138 130 水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
B3 3 117.33 118 125 109 全体 4432.28 17 260.72
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準数 6

水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 8.74 -4.06 -7.33 -2.33 9.67
B2 4.93 4.28 3.33 2.33 -5.67
B3 8.02 -14.06 0.67 7.67 -8.33
B4 8.50 6.94 -6.33 9.67 -3.33
B5 7.81 23.61 4.00 -9.00 5.00
B6 15.53 -16.72 -12.67 17.33 -4.67

2乗和 1117.65 1079.33

データ

残差

基本計

質的因子の１因子実験の因子 B（§1.1）
水準 Bj は薬剤の種類など
水準の「効果」を知ることが目的
平均値が固有の意味を持つ因子

（再現性がある）＝「母数因子」
ここでの血圧の実験における因子 B 

水準 Bj  はランダムに選んだ被験者
その人の「効果」は目的ではない
同じ実験をすれば別の人が実験対象
平均値が固有の意味を持たない因子

（再現性がない）＝「変量因子」

測定回数

p.240

因子 B 
水準 B1～B6

表示 7.1.2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　質的因子の１因子実験と見なして基本計算を行い、分散分析表を作成しました。では、質的因子の１因子実験と、本節での血圧測定のデータとの違いは何でしょうか。
　§1「質的因子の1 因子実験」では，因子 B の各水準 B(j) は投与された薬剤の種類などであり、各水準の個々の効果を知ることが目的でした。平均値は、その薬剤の効果という固有の意味があり、再現性がありました。つまり、複数回、同様な実験を行えば、同様の結果が期待されます。この因子 B を「母数因子」といいます。
　これに対し，ここで取り上げる血圧測定の実験では，因子 B の各水準 B(j) は、ランダムに選んだ被験者の j 番目の人であって，その人の個々の「効果」を知ることが目的ではありません。この j 番目の被験者はたまたま偶然に選ばれたのであって、もう一度同じ実験をすれば別の人が被験者になるため、平均値に固有の意味はありません。つまり、再現性はありません。この因子 B を「変量因子」といいます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
母数因子

変量因子
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分散分析表
水準 r 平均 1 2 3 要因 平方和 自由度 平均平方 F  比 p値
B1 3 127.33 120 125 137 水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
B2 3 135.67 139 138 130 水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
B3 3 117.33 118 125 109 全体 4432.28 17 260.72
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準数 6

水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 8.74 -4.06 -7.33 -2.33 9.67
B2 4.93 4.28 3.33 2.33 -5.67
B3 8.02 -14.06 0.67 7.67 -8.33
B4 8.50 6.94 -6.33 9.67 -3.33
B5 7.81 23.61 4.00 -9.00 5.00
B6 15.53 -16.72 -12.67 17.33 -4.67

2乗和 1117.65 1079.33

データ

残差

基本計

質的因子の１因子実験の因子 B（§1.1）
水準 Bj は薬剤の種類など
水準の「効果」を知ることが目的
平均値が固有の意味を持つ因子

（再現性がある）＝「母数因子」
ここでの血圧の実験における因子 B 

水準 Bj  はランダムに選んだ被験者
その人の「効果」は目的ではない
同じ実験をすれば別の人が実験対象
平均値が固有の意味を持たない因子

（再現性がない）＝「変量因子」

測定回数

p.240

因子 B 
水準 B1～B6

表示 7.1.2

変量因子の目的
各水準の効果を知ることが目的ではなく、
b 個の水準間のばらつき（個人差）の
大きさを知ることが目的

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　変量因子の場合、各水準の効果を知ることが目的ではなく、b 個の水準間のばらつき、つまり被験者の個人差の大きさを知ることが目的です。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf
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j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�1𝑖𝑖�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�2𝑖𝑖�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��         

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
母数因子、変量因子

母数因子（A）の実験に
変量因子（B）が含まれる場合

本節では、変量因子（B）の部分を
取り出して１因子実験（変量模型）
として解析
（オレンジ枠とブルー枠）

母数因子（A）の実験に
変量因子（B）が含まれる実験は
次節で取り上げる（枝分れ実験）
（グリーン枠、オレンジ枠、ブルー枠）

24
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母数因子 A
表示 7.1.1

変量因子 B

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前項で示した表示 7.1.1 では、グリーン枠の条件の 因子A が母数因子、オレンジ枠の人（被験者）が変量因子です。つまり、母数因子の実験に変量因子が含まれる場合です。
　本節では、オレンジ枠とブルー枠をデータとして、人を変量因子 B とした１因子実験として解析します。
　なお、グリーン枠、オレンジ枠、ブルー枠を合わせた実験、すなわち、 母数因子(A) の実験に変量因子(B) が含まれる実験は、「枝分れ実験」として次節で取り上げます。
　以上、母数因子と変量因子について、説明しました。



1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

平均値人 血圧観測値

𝑦𝑦11        𝑦𝑦12                      𝑦𝑦1𝑖𝑖                     𝑦𝑦1𝑟𝑟        𝑦𝑦�1�     

𝑦𝑦𝑖𝑖1        𝑦𝑦𝑖𝑖2                       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑟𝑟     𝑦𝑦�𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1��  

𝑦𝑦𝑏𝑏1        𝑦𝑦𝑏𝑏2                      𝑦𝑦𝑏𝑏𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑏𝑏𝑟𝑟        𝑦𝑦�𝑏𝑏�   

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型のデータの構造

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗= 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

 𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝐵𝐵2 ：水準間（個人間）の誤差（between）
 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜎𝜎𝑊𝑊2 ：水準内（観測値間）の誤差（within）
平均値 𝜇𝜇 と２つの誤差 𝜎𝜎𝐵𝐵 と 𝜎𝜎𝑊𝑊
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p.241

（7.1.2）

（7.1.3）

（7.1.1）

表示 7.1.1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここから、具体的に解析方法を説明していきます。
　その基礎として、変量因子を含むときにデータがどのような構造をもっているかを明確にしておきます。
　表中のオレンジ枠で示したように、j 番目の人の k 回目の観測値 y(jk) は　y(jk) =ミュー +ベータ(j) + イプシロン(jk) と表せます。これを式(7.1.1) とします。このベータ(j) とイプシロン(jk) は、それぞれ式(7.1.2) と式(7.1.3) のように、標準偏差 シグマ(B) と シグマ(W) の正規分布にそれぞれ従うものとします。
　このように、観測値は母平均と２つの誤差で表せます。このようなモデルを「変量模型」、「変量モデル」と呼びます。取り上げる誤差が 2 種類あるので，それを区別するために，それぞれの誤差の標準偏差を B と W という添え字で区別します。この由来は、 B は Between, W は Within の頭文字です。
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・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

平均値人 血圧観測値

𝑦𝑦11        𝑦𝑦12                      𝑦𝑦1𝑖𝑖                     𝑦𝑦1𝑟𝑟        𝑦𝑦�1�     

𝑦𝑦𝑖𝑖1        𝑦𝑦𝑖𝑖2                       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑟𝑟     𝑦𝑦�𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1��  

𝑦𝑦𝑏𝑏1        𝑦𝑦𝑏𝑏2                      𝑦𝑦𝑏𝑏𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑏𝑏𝑟𝑟        𝑦𝑦�𝑏𝑏�   

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型のデータの構造

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗= 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

 𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝐵𝐵2 ：水準間（個人間）の誤差（between）
 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜎𝜎𝑊𝑊2 ：水準内（観測値間）の誤差（within）
平均値 𝜇𝜇 と２つの誤差 𝜎𝜎𝐵𝐵 と 𝜎𝜎𝑊𝑊
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𝜎𝜎𝐵𝐵2
水準間のばらつきの大きさ
被験者の個人間のばらつき

p.241

𝜎𝜎𝑤𝑤2（等分散）
水準内のばらつきの大きさ

同一人での繰返し測定した
観測値間のばらつき

（7.1.2）

（7.1.3）

（7.1.1）

表示 7.1.1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　グリーン枠で示したように、シグマ(B)^2 は水準間のばらつきの大きさ、つまり被験者の個人間のばらつきの大きさを表します。
　ブルー枠で示したように、シグマ(w) ^2 は水準内のばらつきの大きさ、つまり同一人について繰り返し測定した観測値間のばらつきの大きさを表します。ブルー枠が複数あります。この個々の水準内のばらつきは、全て同じであるという、等分散を仮定しています。つまり、被験者ごとのばらつきは等しいという前提があります。
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平均値人 血圧観測値
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１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗= 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

  𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝐵𝐵2 ：水準間（個人間）の誤差（between）
 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜎𝜎𝑊𝑊2 ：水準内（観測値間）の誤差（within）
平均値 𝜇𝜇 と２つの誤差 𝜎𝜎𝐵𝐵 と 𝜎𝜎𝑊𝑊

母数模型（母数モデル）
j 番目の薬剤の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛼𝛼𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎2

27

（7.1.2）

（7.1.3）

p.241

（7.1.1）

𝛼𝛼𝑗𝑗 ：一定の値

𝛽𝛽𝑗𝑗 ：ランダムに変わる値

表示 7.1.1

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきた変量模型に対して、前章まで説明してきたように、j 番目の薬剤の k 番目の観測値 y(jk) が、平均値と効果と誤差から成るモデルを「母数模型」、「母数モデル」といいます。
　母数模型の アルファ(j) は一定の値となりますが、ベータ(j) はランダムに変わる値です。



-3 -2 -1 0 1 2 3

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

28

変量模型（変量モデル）の事例
正規分布の母集団が既知
𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0, 12

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0, 0.52
（数値は表示7.1.2 とは異なる）

表示 7.1.3

-1.2                  0.4       1.4

-1.8         -0.8   -0.3        0.8 1.1  1.6 

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

p.241

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 = 0 
𝜎𝜎𝐵𝐵 = 1.0

𝜎𝜎𝑊𝑊 = 0.5

1 2
1 -1.2 -1.8 -0.8
2 0.4 -0.3 1.1
3 1.4 0.8 1.6

人
（j）

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

正規分布の
母集団からランダムに得た標本

観測値

確率密度

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 7.1.3 を用いて、式（7.1.1）（7.1.2）（7.1.3）の変量模型を視覚化します。
　モデルですから、母集団が既知として、その構造を表しています。パラメータは、ミュー=0、シグマ(B)=1、シグマ(W)=0.5 です。この正規分布の母集団を、上下２段のグラフで示してあります。したがって、横軸は観測値（確率変数）を取り、上下共通で－3～3 です。縦軸は確率密度で、横軸と山形のカーブに囲まれた面積が 1 です。
　下に示した表のように、その母集団からランダムに標本を取り出した事例です。表示 7.1.3 は簡略化した事例で、表示7.1.2 と数値が異なるので注意してください。




-3 -2 -1 0 1 2 3

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗
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表示 7.1.3

-1.2                  0.4       1.4

-1.8         -0.8   -0.3        0.8 1.1  1.6 

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

p.241

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 = 0 
𝜎𝜎𝐵𝐵 = 1.0

𝜎𝜎𝑊𝑊 = 0.5

1 2
1 -1.2 -1.8 -0.8
2 0.4 -0.3 1.1
3 1.4 0.8 1.6

人
（j）

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

正規分布の
母集団からランダムに得た標本

確率密度

1 2
1 8.8 8.2 9.2
2 10.4 9.7 11.1
3 11.4 10.8 11.6

人
（j）

平均値
（    ）

観測値（   ）
𝑦𝑦�𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母平均がゼロなので、感覚的に理解し難いかもしれません。たとえば、左の表の実際の事例において、平均値 10.0 を引いて補正した数値だと考えます。




1 2
1 -1.2 -1.8 -0.8
2 0.4 -0.3 1.1
3 1.4 0.8 1.6

人
（j）

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

-3 -2 -1 0 1 2 3

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

30

𝜎𝜎𝑊𝑊 = 0.5
𝑟𝑟 = 2

-1.2                  0.4       1.4

-1.8          0.8   -0.3        0.8 1.1  1.6 

p.241

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

𝜇𝜇 = 0 
𝜎𝜎𝐵𝐵 = 1.0

変量模型（変量モデル）の事例
正規分布の母集団が既知
𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0, 12

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0, 0.52
（数値は表示7.1.2 とは異なる）

正規分布 N 0, 12  の
母集団からランダムに得た標本

正規分布 N 0, 12  の
母集団からランダムに得た標本

表示 7.1.3

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　上半分は、ミュー+ベータ(j) の分布です。ミュー=0 、シグマ(B) = 1.0 の正規分布です。この母集団からランダムに 3 つ選んだ標本が −1.2、 0.4、 1.4 であり、その位置に×マークがあります。
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1 2
1 -1.2 -1.8 -0.8
2 0.4 -0.3 1.1
3 1.4 0.8 1.6

人
（j）

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑖𝑖 + 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

31

𝜇𝜇 = 0
𝜎𝜎𝐵𝐵 = 1.0
𝑏𝑏 = 3

表示 7.1.3

-1.2                  0.4       1.4

-1.8         -0.8   -0.3        0.8 1.1  1.6 

p.241

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜎𝜎𝑤𝑤 = 0.5
等分散

変量模型（変量モデル）の事例
正規分布の母集団が既知
𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0, 12

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0, 0.52
（数値は表示7.1.2 とは異なる）

正規分布 N 0, 0.52  の
母集団からランダムに得た標本
正規分布 N −1.2, 0.52  の

母集団からランダムに得た標本

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

表示 7.1.3

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　下半分にある３つの山は ミュー＋ベータ(j)+イプシロン(jk) の分布です。ミュー+ベータ(j) が母平均，シグマ(W) = 0.5 の正規分布です。例えば、左の j=1 の正規分布は、N(-1.2, 0.5^2) です。
　この母集団からランダムに 2 つずつ標本を選らび、その位置に×マークを付けてあります。左の j=1 の場合、-1.8 と -0.8 の位置に×マークがあります。
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１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

32

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

�𝒚𝒚𝒋𝒋� j 番目の人の平均値
𝝈𝝈𝑩𝑩と 𝝈𝝈𝑾𝑾 の影響を受ける

p.241

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 

表示 7.1.3

𝜷𝜷𝒋𝒋

𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

-1.2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　左端の正規分布に記入した記号を使って一般化すると、グリーン枠で示した j 番目の人の２つの観測値 y(j1) と y(j2) は、ミュー+ベータ(j) を中心として、イプシロン(j1) と イプシロン(j2) の距離の位置にあります。ベータはシグマ(B) を反映してバラツキます。イプシロンはシグマ(W) を反映してバラツキます。
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１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

 j 番目の人の平均値 �𝑦𝑦𝑗𝑗�

33

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

�𝒚𝒚𝒋𝒋� j 番目の人の平均値
𝝈𝝈𝑩𝑩と 𝝈𝝈𝑾𝑾 の影響を受ける

p.241

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ��
𝑘𝑘=1

𝑟𝑟

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑟𝑟

 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ̅𝜀𝜀𝑗𝑗�

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = V 𝛽𝛽𝑗𝑗 + V ̅𝜀𝜀𝑗𝑗� = V 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ⁄V 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑟𝑟

 = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟 （7.1.6）

（7.1.5）

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

(7.1.2) (7.1.3)

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 

表示 7.1.3

𝜷𝜷𝒋𝒋

𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

-1.2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　つまり、グリーン枠で示した j 番目の人の平均値 y(j・)-bar は、 シグマ(B) のオレンジの両矢印で示したバラツキと、シグマ(W) のブルーの両矢印で示したバラツキ、この両方の影響を受けます。
　j 番目の人の平均値 y(j・)-bar は、式（7.1.1）から式(7.1.5) で表せます。最後の項は、イプシロン(jk) の k=1～r を加算して、r で割った形になり、イプシロン(j・)-bar と表せます。さらに、式(7.1.5) から、y(j・)-bar　の分散は、式(7.1.6) の最初の式になります。ベータとイプシロンは独立しているので、分散の加法性によります。ミューにはバラツキがありません。さらに、式（7.1.2）から、ベータ(j) の分散は シグマ(B)^2 です。イプシロン(j・)-bar の分散はイプシロン(jk) の分散を r で割った形になります。式（7.1.3）から、イプシロン(jk)の分散はシグマ(W) です。これにより、式(7.1.6)の最下段の式が得られます。
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変量模型（変量モデル）の視覚化

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

 j 番目の人の平均値 �𝑦𝑦𝑗𝑗�
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𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

�𝒚𝒚𝒋𝒋�

p.241

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ��
𝑘𝑘=1

𝑟𝑟

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑟𝑟

 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ̅𝜀𝜀𝑗𝑗�

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = V 𝛽𝛽𝑗𝑗 + V ̅𝜀𝜀𝑗𝑗� = V 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ⁄V 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑟𝑟

 = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟 変量模型のデータ構造とその視覚化
→ ２つの誤差 𝝈𝝈𝑩𝑩 と 𝝈𝝈𝑾𝑾 の推定

（7.1.5）

（7.1.6）

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 

表示 7.1.3

𝜷𝜷𝒋𝒋

𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

j 番目の人の平均値
𝝈𝝈𝑩𝑩と 𝝈𝝈𝑾𝑾 の影響を受ける

-1.2
（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

(7.1.2) (7.1.3)

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上、変量模型のデータ構造を式で表し、その視覚化を行ってきました。
　これらをベースにして、２つの誤差、オレンジのシグマ(B) とブルーのシグマ(W) を推定する方法を説明していきます。
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１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
分散成分 𝜎𝜎𝑊𝑊 の推定

j 番目の人の k 番目の観測値 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗

水準内の平均平方（𝑉𝑉𝑤𝑤）から𝜎𝜎𝑤𝑤2を推定

 

35

𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

�𝒚𝒚𝒋𝒋� j 番目の人の平均値

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

表示 7.1.2

𝑉𝑉𝑊𝑊 

p.241

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 89.97

�𝜎𝜎𝑊𝑊 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 9.48

（7.1.1）
（7.1.2）
（7.1.3）

（7.1.4）

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗
𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 �𝜎𝜎𝑊𝑊

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 

表示 7.1.3

𝜷𝜷𝒋𝒋

𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

-1.2

平均平方(和)
平方和を自由度で除算

分散を表す

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示 7.1.2 に戻ります。
　この事例について、分散成分 シグマ(W)、すなわち水準内の標準偏差を推定します。
　表示7.1.2　の分散分析表の、水準内(W) の平均平方 V(w)=89.94 は、水準内の分散を示しています。平均平和は、「平均平方和」という意味で、平方和を自由度で除した値であり、平方和の平均値です。これは分散を表しています。したがって、この値 89.94 がシグマ(W)^2 の推定値になります。これを式(7.1.4)とします。
　また、89.97 の平方根 9.48 が シグマ(W) の推定値になります。　これが、分散分析表の右端の欄に記載されています。
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１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
分散成分 𝜎𝜎𝐵𝐵 の推定
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𝜷𝜷𝒋𝒋
（7.1.6）

𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

表示 7.1.2
�𝒚𝒚𝒋𝒋� j 番目の人の平均値

p.242

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布

表示 7.1.3 𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

-1.2

𝑉𝑉𝑊𝑊 

j 番目の人の平均値 �𝑦𝑦𝑗𝑗� は
２つの分散の影響でばらつく

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、分散成分 シグマ(B)、すなわち水準間の分散の推定です。
　表示7.1.3で説明したように、j 番目の人の平均値 y(j・)-bar　は シグマ(B) と シグマ(W) の２つの分散の影響を受けてばらつくことを見ました。さきほど得られた式(7.1.6) は、これを表しています。
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要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

表示 7.1.2

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� ~14.952 = 223.53
𝑉𝑉𝐵𝐵 

p.242

表示 7.1.2

j 番目の人の
平均値 �𝒚𝒚𝒋𝒋�

𝑆𝑆𝐵𝐵 

（7.1.6）V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟
 ~14.952 = 223.53

𝑆𝑆𝐵𝐵 = 𝑟𝑟 × �
𝑗𝑗=1

𝑏𝑏

�𝑦𝑦𝑗𝑗� − �𝑦𝑦��
2 = 3352.94

𝑉𝑉𝐵𝐵 = ⁄𝑆𝑆𝐵𝐵 𝑏𝑏 − 1 = ⁄3352.94 5 = 670.59

⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 𝑟𝑟 = ⁄670.59 3 = 223.53 ⇐ V �𝑦𝑦𝑗𝑗�

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟~ ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 𝑟𝑟

𝑉𝑉𝑊𝑊 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、表示7.1.2 の上に示した表に戻って考えます。ブルー枠の平均の欄に、6 個の水準の平均値があります。これは、j 番目の人の平均値 y(j・)-bar です。この標準偏差は 14.95 でした。したがって、分散V[y(i・)-bar ]の推定値は、グリーン枠で示したように、14.95^2=223.53 になります。
 一方、表示7.1.2 の分散分析表で、平方和 S(B)=3352.94 を求めました。この値は、2 つ目の式のとおり、𝒚(j・)-bar と総平均の差の２乗和を r 倍して求めました。y(j・)-bar は r 個の観測値から得られているからです。3 つ目の式のように、これを自由度で割って、平均平方 V(B) = 670.59 がえられました。これを r で割ると　223.53　となり、表示7.1.2 で得られた平均値 𝒚(j・)-bar の分散の推定値 223.53 と一致します。
　最下段の式のように、V(B)/r は、シグマ(B)^2+シグマ(W)^2/r の推定値になります。
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要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

表示 7.1.2

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� ~14.952 = 223.53
𝑉𝑉𝐵𝐵 

p.242

表示 7.1.2

j 番目の人の
平均値 �𝒚𝒚𝒋𝒋�

𝑆𝑆𝐵𝐵 

（7.1.7）

𝑉𝑉𝐵𝐵 は𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2 + 𝜎𝜎𝑊𝑊2  の推定値
（ �𝜎𝜎 は 𝜎𝜎 の推定値）

𝑉𝑉𝑊𝑊 �𝜎𝜎𝑊𝑊2

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟~ ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 𝑟𝑟
𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2 + �𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝐵𝐵
�𝜎𝜎𝐵𝐵2 = ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 − �𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟
 = ⁄670.59 − 89.94 3
 = ⁄580.65 3

 = 193.55

�𝜎𝜎𝐵𝐵 = 193.55 = 13.91

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 �𝜎𝜎𝐵𝐵

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前のスライドで、最上段の式が得られました。両辺に r を乗ずると、2段目の式のように、V(B) が rシグマ(B)^2+シグマ(W)^2 の推定値になっていると見ることができます。シグマの推定値を シグマ-hat で表しています。
　したがって、3段目の式のように、シグマ(B)^2 の推定値は 193.55 です。平方根を取って、シグマ(B) の推定値は 13.91 です。これが、分散分析表の右端の欄に記載されています。
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要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑉𝑉𝐵𝐵 

p.242

表示 7.1.2
𝑆𝑆𝐵𝐵 

V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 + ⁄𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟~ ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 𝑟𝑟
𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2 + �𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝐵𝐵
�𝜎𝜎𝐵𝐵2 = ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 − �𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟
 = ⁄670.59 − 89.94 3
 = ⁄580.65 3

 = 193.55

�𝜎𝜎𝐵𝐵 = 193.55 = 13.91

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 �𝜎𝜎𝐵𝐵𝑉𝑉𝑊𝑊 �𝜎𝜎𝑊𝑊2

平均平方 𝑉𝑉𝑤𝑤 で 𝜎𝜎𝑤𝑤2 を推定できる
＝平均平方 𝑉𝑉𝑤𝑤 の期待値が 𝜎𝜎𝑤𝑤2 である

平均平方𝑉𝑉𝐵𝐵 で 𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2を推定できる
＝平均平方 𝑉𝑉𝐵𝐵の期待値が 𝜎𝜎𝑤𝑤2+ 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2である

E 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2

E 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2
（7.1.8）
（7.1.9）

（§1.1 p.28 参照）

（7.1.7）

𝑉𝑉𝐵𝐵 は𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2 + 𝜎𝜎𝑊𝑊2  の推定値
（ �𝜎𝜎 は 𝜎𝜎 の推定値）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでの説明で、「平均平方 V(W) で  シグマ(W)^2 を 推定できる」「平均平方V(B) で シグマ(W)^2+𝑟・シグマ(B)^2 を推定できる」と説明してきました。これを「平均平方 V(W) の期待値が V(B) である」「平均平方V(B) の期待値が 𝑟・シグマ(B)^2+シグマ(W)^2 である」と言い換えられます。これを式で表すと、式(7.1.8)、式(7.1.9)のようになります。この関係は、§1.1 p.28 で既に出てきているので、参照してください。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の推定
分散成分 𝜎𝜎𝐵𝐵 の推定

F 検定の分子と分母を決めるときには，
検定する分散成分（𝜎𝜎𝐵𝐵2）の項を除いた 𝜎𝜎𝑊𝑊2 が期待値である平均平方を分母とする
この判断を容易にするために，繰り返し誤差の成分を先に書くのが習慣（ §1.1 p.27参照）
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𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2 + �𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − �𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑟𝑟
=
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟
=

670.59 − 89.94
3

 = ⁄580.65 3 = 193.55
�𝜎𝜎𝐵𝐵 = 193.55 = 13.91

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

（7.1.7）

表示 7.1.2

E 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2

E 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝐹𝐹 =
�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2

 =
670.59
89.94

= 7.46

（7.1.8）
（7.1.9）書き順に注意

繰返し誤差の
成分が先

p.242

書き順に注意

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまでの説明では、左側のグリーンのアンダーラインで示したように、シグマ(B)^2、シグマ(W)^2 の順になっていました。
　しかし、式(7.1.9) のオレンジのアンダーラインで示したように、では順序が逆になっており、シグマ(W)^2 が先にきて シグマ(B)^2 が後になっています。表示7.1.2 の分散分析表の平均平方の期待値でも、式(7.1.9)と同じ表記になっています。
　F 検定の分子と分母を決めるときには，検定したい分散成分、ここではシグマ(B)^2　の項を除いたシグマ(W)^2 が期待値となっている平均平方を分母とします。ブルー枠で示したように、このような判断を容易にするため，誤差の成分を先に書くのが習慣となっています。これについては、§1.1 p.27 も参照してください。
　以上の結果から、分散成分のシグマ(W) と シグマ(B) が推定されました。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


（3）信頼性係数と級内相関係数

ばらつきの要素 𝜎𝜎𝐵𝐵2 、𝜎𝜎𝑊𝑊2 の相対的な大きさを利用した指標
（複数回測定したときの測定値の信頼性を示す指標）

41
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまで、ばらつきの要素、シグマ(B)^2 とシグマ(W)^2 を説明しました。これらの相対的な大きさを利用した指標として、信頼性係数と級内相関係数があります。この指標は、複数回測定したときの測定値の信頼性を示す指標です。
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ばらつきの要素 𝜎𝜎𝐵𝐵2 、𝜎𝜎𝑊𝑊2 の相対的な大きさ
𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗  のばらつきは 2 つの要素 𝜎𝜎𝐵𝐵2 、𝜎𝜎𝑊𝑊2 を含む（ 𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗  ：j 番目の被験者の k 回目の観測値）
𝜎𝜎𝑊𝑊2 が 𝜎𝜎𝐵𝐵2 より相対的に小さいほうが、被験者の平均値の信頼性が高い → 両者の誤差の

相対的な大きさが重要

信頼性係数と級内相関係数

42
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B1
B2
B3

B1
B2
B3

𝜎𝜎𝐵𝐵2 = 25.0
𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 1.0

𝜎𝜎𝐵𝐵2 = 25.0
𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 4.0

𝑦𝑦11イメージ図

�𝑦𝑦1� = 30.1
�𝑦𝑦2� = 25.2
�𝑦𝑦3� = 20.0

�𝑦𝑦1� = 30.1
�𝑦𝑦2� = 25.2
�𝑦𝑦3� = 20.0

右図より
𝜎𝜎𝑊𝑊2 が 𝜎𝜎𝐵𝐵2 より
相対的に小さい

右図より
ばらつきが小さい𝑦𝑦24

�𝑦𝑦2�

�𝑦𝑦1�

左図より
ばらつきが大きい

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきた事例では、 y(jk) のばらつき、すなわち j 番目の被験者の k 回目の観測値のばらつきには、 2 つの要素 シグマ(B)^2 、シグマ(W)^2 が含まれます。
　テキストにはありませんが、下の図は ３人の被験者 B1、B2、B3 に対して 5 回測定を繰り返した観測値 y(jk) をプロットしたイメージ図です。たとえば、図中に示したように、被験者 B1 の 1 番目の観測値は y(11)、被験者 B2 の 4 番目の観測値は y(24)になります。それぞれの平均値を、y(1・)-bar、y(2・)-bar のように、横線で示してあります。
　左右ともに、被験者 B1、B2、B3 の平均値は 30.1、25.2、20.0 であり、シグマ(B)^2 は 25 で同じです。これに対して、シグマ(W)^2 は、左が 1.0、右が 4.0 で、相対的に左のシグマ(W)^2 が小さいため、同一被験者を複数回測定した値のばらつきは左が右より小さくなっています。
　したがって、左の方が右よりも平均値の信頼性が高いと判断されます。つまり、シグマ(B)^2 と　シグマ(W)^2 の相対的な大きさが重要になります。




要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

信頼性係数と級内相関係数
信頼性係数（𝜌𝜌）

２つのばらつきの要素 𝜎𝜎𝐵𝐵2 、𝜎𝜎𝑊𝑊2 の相対的な大きさの指標
F 比：両者の相対的な大きさに関係、r も影響（測定の繰り返しが多くなると F 比も増加）
ρ ： 𝜎𝜎𝐵𝐵2 に比べて 𝜎𝜎𝑊𝑊2 が小さいほど１に近くなり、信頼性が高くなる（信頼性係数）
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𝐹𝐹 =
�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2
=

670.59
89.94

= 7.46

𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

193.55
89.94 + 193.55

=
193.55
283.49

= 0.6827 𝜌𝜌 =
193.55

45.55 + 193.55
= 0.8095

p.243

表示 7.1.2

r の影響

左よりも半減

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　そこで、シグマ(B)^2 と　シグマ(W)^2 の相対的な大きさの指標を考えます。
　F 比は、２つの要素の相対的な大きさの指標になります。しかし、計算式からわかるように、r による影響があるため、測定の繰り返しが多くなると F 比も大きくなります。
　そこで、ρ（ロー）という指標を考えます。この指標は (B)^2 と シグマ(W)^2 の合計、すなわち分散成分の合計に対するシグマ(B)^2 の割合です。シグマ(B)^2 に比べて シグマ(W)^2 が小さいほど１に近くなります。したがって、このローが高いことが望ましいことになります。このローを信頼性係数といいます。
　たとえば、表示 7.1.2 の事例で、ローは 0.6827 です。シグマ(W)^2 が 89.94 から半分の 45.55 に減少すると、ローは 0.8095 になり、信頼性係数は高くなります。



信頼性係数と級内相関係数
級内相関係数（ICC）

繰り返しをペアとした
散布図

（横軸と縦軸を入れ替え）

44

100

120

140

160

100 120 140 160

２
回

目

１回目

100

120

140

160

100 120 140 160

１
回

目

２回目

100

120

140

160

100 120 140 160

３
回

目

１回目

100

120

140

160

100 120 140 160

１
回

目

３回目

100

120

140

160

100 120 140 160

３
回

目

２回目

100

120

140

160

100 120 140 160

２
回

目

３回目

1回目 2回目 3回目

B1 120 125 137
B2 139 138 130
B3 118 125 109
B4 132 148 135
B5 159 146 160
B6 102 132 110

データ

水準 繰り返し

表示 7.1.2 実験データと基本解析
（改変）

表示 7.1.4 
（改変）

１回目と２回目 １回目と３回目 ２回目と３回目

p.243原点を通る
45 度の直線

繰返し測定
をベア、6 点

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、級内相関係数、ICC という指標を説明します。
　先ほどから使っている表示7.1.2 のデータについて、ICCを求めます。この表は、表示7.1.2 を改変したものです。ここでは被験者 B1～B6 ごとに、１回目、２回目、３回目と、３ 回ずつ血圧を測定しています。
　これを表示7.1.4 のように、繰返しをペアとして散布図にプロットします。左の上下の図の場合、上段は横軸に１回目の観測値、縦軸に２回目の観測値に取った散布図です。6 点あります。下段は、縦軸と横軸を逆にして、横軸に２回目、縦軸に１回目の観測値を取った散布図です。オレンジの直線は、原点を通る 45 度の直線です。
　同様に、中央の上下の図は、１回目と３回目の散布図で、上段と下段で、横軸と縦軸を入れ替えてあります。
　同様に、右の上下の図は、２回目と３回目の散布図ですで、上段と下段で横軸と縦軸を入れ替えてあります。



信頼性係数と級内相関係数
級内相関係数（ICC）

６つの散布図を合わせて
１つの散布図にする
相関係数を求める → ICC
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表示 7.1.4 
（改変）

１回目と２回目 １回目と３回目 ２回目と３回目
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100 120 140 160

表示 7.1.4（右）

p.243繰返し測定
をベア、6 点

計 36 点

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この６枚の散布図を１つにまとめた図が、表示7.1.4 の右端の図になります。それぞれ 6 点ありますから、6 点×6 枚=36点になります。



信頼性係数と級内相関係数
級内相関係数（ICC）

６つの散布図を合わせて
１つの散布図にする
相関係数を求める → ICC
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１回目と２回目 １回目と３回目 ２回目と３回目
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r = 0.6347

表示 7.1.4（右）

点は原点を通る
45度の直線に
対して対称

p.243

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　プロットした点は、原点を通る角度45度の直線に対して対称です。この相関係数は、0.6347になります。これが、級内相関係数、ICCになります。



信頼性係数と級内相関係数
信頼性係数（ρ）と級内相関係数（ICC）の関係（§7.6 (1)）

水準間の平均平方を求める自由度 𝑏𝑏 − 1 の代わりに、b を用いて ρを計算すると ICC に一致
水準が多くなると ρ と ICC は接近、信頼性係数 ρ と級内相関係数 ICC は同じ指標として使える

表示7.1.2 の事例
ν ＝b－1 = 5 の場合 ν ＝b = 6 の場合
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�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝐵𝐵 = ⁄3352.94 5 = 670.59

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟
=

670.59 − 89.94
3

= 193.55

𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

193.55
89.94 + 193.55

= 0.6827

 
ICC = 0.6347 と不一致

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝐵𝐵 = ⁄3352.94 6 = 558.82

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟
=

558.82 − 89.94
3

= 156.29

𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

156.29
89.94 + 156.29

= 0.6347

 
ICC = 0.6347 と一致

p.286

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この級内相関係数（ICC）は、信頼性係数と深い関係があります。これについて、§7.6 の補遺に説明があります。
　前のスライドでローとICCを計算しました。この表示7.1.2 の事例で、左のように自由度ニューを 5 として分散成分を求めると、ローは 0.6827 です。ICCの 0.6347 とはやや異なります。
　右のように自由度を 6 にすると、ローは0.6347となり、ICC と一致します。
　したがって、ローと ICC は、水準が少なく自由度が小さい場合はやや異なりますが、水準数が多くなって自由度が大きくなると接近します。信頼性係数ローと ICC は同じ指標として使えます。



データの一致性

信頼性係数と級内相関係数
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𝜌𝜌 = 0.6827
ICC = 0.6347

上段と下段で
平均値は同じ
下段の 𝜎𝜎𝑊𝑊2 は上段より小

𝜌𝜌 = 0.9711
ICC = 0.9654
 
ρと ICC はほぼ同じ値
値が１に近いほど
データの一致性が高い
平均値の信頼性が高い

表示 7.1.2 表示 7.1.4

観測値 残差 ICC

観測値 残差 ICC

p.243

平均値は上段と同じ

𝜎𝜎𝑊𝑊2 は上段より小

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　テキストにはありませんが、補足します。
　上段は、これまで説明してきた表示7.1.2 の「データの散布図」と「残差の散布図」、表示7.1.4 の ICC を求めるプロットです。ローは 0.6827、ICC は 0.6347 でした。
　下段は、平均値は上段と同じですが、シグマ(W)^2 は上段よりも小さい事例です。データの散布図と残差の散布図ではばらつきが小さく、ICC を求めるプロットは、45度の直線に収束しています。 ρ と ICC はほぼ同じ値 0.97 で、上段の場合よりも１に近くなっています。上段よりも下段の方が、データの一致性が高い、つまり平均値の信頼性が高いことが分かります。




（4）分散成分の区間推定

（2）分散成分の点推定
（3）分散成分の比
（4）分散成分の区間推定、分散成分の比の区間推定
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　(2) で分散成分の点推定、(3) で分散成分の比を説明しました。ここでは、それらの区間推定を説明します。



-3 -2 -1 0 1 2 3

１因子実験（変量模型）での分散成分の推定

２つの分散成分の母分散の点推定値
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𝜷𝜷𝒋𝒋

𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋

𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋 𝒚𝒚𝒋𝒋𝒋𝒋

�𝒚𝒚𝒋𝒋� j 番目の人の平均値

p.242

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋 + 𝜺𝜺𝒋𝒋𝒋𝒋の分布

𝝁𝝁 + 𝜷𝜷𝒋𝒋の分布
表示 7.1.3 𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜇𝜇 

-1.2

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

表示 7.1.2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 89.94

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟

 =
670.59 − 89.94

3
= 193.55

（7.1.4）

（7.1.7）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　既に説明したとおり、式(7.1.4), (7.1.7) は母分散シグマ(W)^2 とシグマ(B)^2 の点推定値です。その結果は、表示7.1.2 のオレンジ枠に示されています。
　ここでは、これらの２つの分散成分の区間推定を行います。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定

２つの分散成分の母分散の点推定値

２つの分散成分の母分散の区間推定（信頼率 1 − 𝛼𝛼 = 0.95）
１ 𝜎𝜎𝑤𝑤2 の区間推定（第１部 §2.5 p.101）
２ 𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定：２つの平均平方 𝑉𝑉𝑊𝑊 と 𝑉𝑉𝐵𝐵 から推定・・・正確な区間推定は不可

（1）単純な近似方法
（2）保守的な近似方法
（3）森口の方法
（4）JMP が採用している方法
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𝜎𝜎𝐵𝐵2 は２つの
平均平方から推定

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 89.94

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟

 =
670.59 − 89.94

3
= 193.55

（7.1.4）

（7.1.7）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　２つの分散成分の区間推定では、区間推定の信頼率を(1 −アルファ)= 0.95 とします。すなわち、95% 信頼区間を求めます。
　シグマ(W)^2　の区間推定は第１部で説明した方法で導かれます。
　ところが、シグマ(B)^2 の区間推定は、式(7.1.7)からわかるように、２つの平均平方 V(W) と V(B) から推定するため、正確な区間推定ができません。そこで、ここにある (1)～(4) の方法を説明します。(1) 単純な近似方法、(2) 保守的な近似方法、(3) 森口の方法、(4) JMP　が採用している方法です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-5.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定
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𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

< 𝜎𝜎2 <
𝑆𝑆

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

𝑆𝑆𝑊𝑊
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝑊𝑊, 0.025

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
𝑆𝑆𝑊𝑊

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝑊𝑊, 0.975

第１部
（2.5.4）

 

（7.1.10）

表示 7.1.2（一部）

=CHIINV(0.975, 12) = 4.404          =CHIINV(0.025, 12) = 23.337
=CHISQ.INV(0.025, 12) = 4.404    =CHISQ.INV(0.975, 12) = 23.337

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

p.244

平方和 / 母分散

1 − ⁄0.05 2 = 0.975⁄0.05 2 = 0.025

下側確率

上側確率

第１部（2.5.1） 1079.33
𝜒𝜒2 12, 0.025

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
1079.33

𝜒𝜒2 12, 0.975

1079.33
23.337

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
1079.33

4.404
46.25 < 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <245.09

6.80< 𝜎𝜎𝑊𝑊 < 15.66

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ず、シグマ(W)^2 の区間推定です。
　第１部で説明したように、平方和と母分散の比はカイ２乗分布に従います。そこから第 1 部で説明があった式(2.5.4) が導かれました。これを水準間の平方和と自由度に置き換えて式(7.1.10) が得られます。実際に、表示7.1.2で得られていた平方和 1079.33 と自由度 12 を代入して計算すると、6.80～15.66の 95% 信頼区間が求められます。
　なお、計算で使ったカイ２乗分布の ％点を Excel 関数で求めると、右上のようになります。古い関数 CHIINV の引数は上側確率を取り、新しい関数 CHI.SQ.INV の引数は下側確率を取りますから注意してください。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定
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𝜒𝜒2 =
𝑆𝑆
𝜎𝜎2

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

< 𝜎𝜎2 <
𝑆𝑆

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

𝑆𝑆𝑊𝑊
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝑊𝑊, 0.025

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
𝑆𝑆𝑊𝑊

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝑊𝑊, 0.975

1079.33
𝜒𝜒2 12, 0.025

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
1079.33

𝜒𝜒2 12, 0.975

1079.33
23.337

< 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <
1079.33

4.404
46.25 < 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <245.09

6.80< 𝜎𝜎𝑊𝑊 < 15.66

第１部
（2.5.4）

 

（7.1.10）

p.244

第１部（2.5.1）

表示 7.1.5 分散成分の区間推定（点推定と95%信頼区間、一部）

上の方が広い 上の方が広い

下限 点推定 上限 点-下限 上限-点 点/下限 上限/点
水準内 46.25 89.94 245.09 43.69 155.15 1.94 2.72

=CHIINV(0.975, 12) = 4.404          =CHIINV(0.025, 12) = 23.337
=CHISQ.INV(0.025, 12) = 4.404    =CHISQ.INV(0.975, 12) = 23.337平方和 / 母分散

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.5 の上部に水準内の母分散の点推定と95%信頼区間がまとめてあります。
　水準内の母分散 シグマ(W)^2 は、点推定が89.94、信頼区間は 46.25～245.09 とかなりの幅がありました。点推定から下限値までが 43.69、点推定から上限までが 155.15 であり、上の方が広くなっています。点推定/下限 の比は 1.94、上限/点推定の比は 2.72で、これからも上の方が広くなっていることがわかります。
　




１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定 （1）単純な近似方法

𝜎𝜎𝑤𝑤2 の区間推定と同様に考える

54

𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑆𝑆
𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.025

< 𝜎𝜎2 <
𝑆𝑆

𝜒𝜒2 𝜈𝜈, 0.975

𝑆𝑆𝐵𝐵
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.025

< 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2 <
𝑆𝑆𝐵𝐵

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.975

𝑆𝑆𝐵𝐵
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.025

− 𝜎𝜎𝑊𝑊2 < 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2 <
𝑆𝑆𝐵𝐵

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.975
− 𝜎𝜎𝑊𝑊2

�
𝑆𝑆𝐵𝐵

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵 , 0.025
− 𝑉𝑉𝑊𝑊 𝑟𝑟 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 < �

𝑆𝑆𝐵𝐵
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.975

− 𝑉𝑉𝑊𝑊 𝑟𝑟

第１部（2.5.4） 

（7.1.11）

（7.1.12）

p.244

𝜎𝜎𝑊𝑊2 ~𝑉𝑉𝑊𝑊 (7.1.4)

（7.1.9）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、シグマ(B)^2 の区間推定です。
　（1）単純な近似方法を説明します。この方法は、シグマ(W)^2 の区間推定と同様に考えます。　
　式(7.1.9) と、第１部の式(2.5.4) から、シグマ(W)^2 の代わりに V(B) を置いて、整理すると式(7.1.11) が得られます。このシグマ(W)^2の代わりに、その推定値であるV(W)を代用すると式(7.1.12)が得られます。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定 （1）単純な近似方法
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�
𝑆𝑆𝐵𝐵

𝜒𝜒2 5, 0.025
− 𝑉𝑉𝑊𝑊 𝑟𝑟 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 < �

𝑆𝑆𝐵𝐵
𝜒𝜒2 5, 0.975

− 𝑉𝑉𝑊𝑊 𝑟𝑟

�
3352.94
12.833

− 89.94 3 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 < �
3352.94

0.831
− 89.94 3

57.11 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 <1314.62

 7.56 < 𝜎𝜎𝐵𝐵 <36.26 下限が負になる場合は 0 とする
𝜎𝜎𝑊𝑊2 の代わりに 𝑉𝑉𝑊𝑊 を使うため、
実際の信頼率は目標とする0.95 より平均的に幾分小さくなる

表示 7.1.2（一部）

=CHIINV(0.025, 5) = 12.833
=CHIINV(0.975, 5) = 0.831
=CHISQ.INV(0.025, 5) = 0.831
=CHISQ.INV(0.975, 5) = 12.833

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

（7.1.12）

p.244

𝑉𝑉𝑊𝑊 

𝑆𝑆𝐵𝐵 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(7.1.12) に、表示7.1.2で得られた数値を代入すると 7.56～36.26 の95%区間推定が求められます。
　この方法で計算すると下限が負になる場合があります。その場合は下限値を0 とします。この区間推定は，シグマ(W)^2 の代わりにその推定値 V(W) を用いているので，実際の信頼率は目標とする信頼率 0.95 より平均的に幾分小さくなります。　



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定 （2）保守的な近似方法
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�
𝑆𝑆𝐵𝐵

𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵 , 0.025
− 𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 < �

𝑆𝑆𝐵𝐵
𝜒𝜒2 𝜈𝜈𝐵𝐵, 0.975

− 𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟𝑟

�
3352.94
12.833

− 245.09 3 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 < �
3352.94

0.831
− 46.25 3

5.40 < 𝜎𝜎𝐵𝐵2 <1329.18

2.32 < 𝜎𝜎𝐵𝐵 <36.46 𝜎𝜎𝑊𝑊2 に、区間推定の上側限界値と下側限界値を使う
区間幅が(1) の方法より広くなる（保守的になる）
実際の信頼率は目標の 0.95 より平均的に幾分大きくなる

表示 7.1.2（一部） 要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

(1) 𝜎𝜎𝑊𝑊2  ~𝑉𝑉𝑤𝑤 = 89.94
(2) 46.25 < 𝜎𝜎𝑊𝑊2 <245.09 

p.245

(1)の方法 7.56 < 𝜎𝜎𝐵𝐵 <36.26

（7.1.12）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に（2）保守的な近似方法です。
　式(7.1.12)で、さきほどの (1) の近似方法では、シグマ(W)^2 を V(w) の 89.94 で代用しました。
　今回の(2) の近似方法は、先ほどの 95% 信頼区間の下限限界値 46.25 と上限限界値 245.09 を用いて計算します。下限を求めるときはシグマ(W)^2 の上限限界値 245.09 を用います。上限を求めるときはシグマ(W)^2　の下限限界値 46.25 を用います。これによって 2.32～36.46 の95%区間推定を得ます。区間幅は、(1)の方法の 7.56～36.26 よりも広くなります。実際の信頼率は目標の 0.95 より平均的に幾分大きくなります。




１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定 （3）森口の方法

信頼率の近似精度を向上させた方法（森口, 1954）、詳細は省略
分散成分 𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定の比較

保守的な方法は、小さい方に広い距離が取られている
保守的以外の方法は、大きい方に広い距離が取られている（ 3.39 < 6.79, 3.95 < 6.79 など）
森口の方法は、単純的な方法と保守的な方法の中間、やや単純的な方法に近い
JMP が採用している方法・・・後述

57

p.245

表示 7.1.5 分散成分の区間推定（点推定と95%信頼区間）
下限 点推定 上限 点-下限 上限-点 点/下限 上限/点

水準内 46.25 89.94 245.09 43.69 155.15 1.94 2.72
水準間 (1) 単純 57.11 193.55 1314.62 136.43 1121.07 3.39 6.79

(2) 保守的 5.40 1329.18 188.15 1135.64 35.86 6.87
(3) 森口 49.04 1314.67 144.51 1121.12 3.95 6.79
(4) JMP 67.59 1797.85 125.96 1604.30 2.86 9.29

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に（3）森口の方法です。この方法は、信頼率の近似精度を向上させるため開発されました。詳しい計算方法は省略します。
　森口の方法による計算結果も含めて、表示7.1.5 に水準間の母分散の点推定と95%信頼区間がまとめてあります。
　水準間の分散 シグマ(B)^2 は、点推定が 193.55 でした。４つの区間推定を比較すると、(2) 保守的な方法は小さい方に広い距離が取られており、ブルー枠で示したように、点推定/下限の値が、35.86と、他の方法よりもかなり大きくなっています。
　また、保守的以外では、大きい方に広い距離が取られています。たとえば、(1) では 3.39<6.79、(3) では 3.95<6.79 です。
　(3) 森口の方法は、(1) 単純的な方法と(3) 保守的な方法の中間で、やや単純的な方法に近い値になっています。
　(4) JMPが採用している方法の値は、後で説明します。
　



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
分散成分の推定精度と繰り返し数 r 

標準偏差の推定精度は意外に悪く，
精度よく推定するには繰り返し数がたくさん (=大きな自由度) 必要（第１部 §2.5 p.104 参照）

水準間の標準偏差の推定は、水準間の標準偏差に加え、
水準内の標準偏差の影響を受けるため、推定精度が極めて悪い

自由度が大きいほど信頼区間の幅は狭くなる

必要な精度で推定する場合、人数（b） と 測定回数（r） は重要
水準間(B) の推定の自由度 ： 𝑏𝑏 − 1
水準内(W) の推定の自由度： 𝑏𝑏 × 𝑟𝑟 − 1  

b を多くすれば、自動的に両方の自由度は大きくなる
繰り返し数 r の増加にはあまり意味がなく、2～4 程度で充分

→ (8) コストを考慮した最適繰り返し数の算出
58

p.245

人 測定 水準間 水準内
b r b－1 b×(r－1)
4 2 3 4
4 4 3 12
4 8 3 28
2 4 1 6
4 4 3 12
8 4 7 24

自由度繰り返し数

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　第１部では、標準偏差の推定精度は意外に悪く，精度よく推定するには繰り返し数がたくさん必要であること、つまり大きな自由度が必要であることが説明されました。ここでも同様に、いずれの方法も区間推定はかなりの幅があることが分かります。特に、水準間の標準偏差の推定は、水準内の標準偏差の影響を受けるため推定精度が極めて悪くなります。
　したがって、必要な精度で推定したい場合、人数 b と 測定回数 r は重要です。水準間の推定の自由度は (b−1)、水準内の推定の自由度は b×(r−1) です。b を多くすれば自然に（b－1）と b(r − 1) は大きくなります。繰り返し数 r を大きくすることはあまり意味がなく、r=2～4 程度で充分です。
　右表のように、人数を 4 に固定して測定回数を 2 から 8 に増やしても、水準内の自由度は増えますが水準間の自由度は変わりません。反対に、測定回数を 4 に固定して人数を 2 から 8 に増やすと、水準間と水準内の両方の自由度が増加します。
　なお、コストも考慮した最適繰り返し数の算出を、 (8) 項で取り上げます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green1-2-5.pdf


１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
母分散の比 ⁄𝜎𝜎𝐵𝐵2 𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定（§7.6 補遺 (2)）

水準間誤差 𝜎𝜎𝐵𝐵2、水準内誤差 𝜎𝜎𝑊𝑊2 の相対的な大きさが重要
分散成分の相対的な大きさの指標

信頼性係数（ρ）

分散比
    

分散比は、(6) の JMP (REML)で出力
分散比の利用方法は、(8) で説明
この指標の区間推定を利用

𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

193.55
89.94 + 193.49

= 0.6827

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2
=

193.55
89.94

= 2.152

p.246

表示7.1.2 の事例

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分散成分の目標として、水準間誤差 シグマ(B)^2、水準内誤差 シグマ(W)^2 の相対的な大きさが重要です。指標として、先ほど説明した信頼性係数 ロー は重要な指標になります。また、分散比も役に立つ指標です。この分散比は JMP でも出力されます。また、分散比の利用方法を (8) で説明します。
　そこで、この分散比の区間推定を次に説明します。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
 F 分布の補足（第１部 §2.5、第２部 §7.6 補遺 (2)）

60

p.286

正規分布 N 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 、N 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 に従う２つの母集団から
それぞれ標本（𝑛𝑛1 個、𝑛𝑛2 個）が独立して得られたとき
以下の F 値は自由度（ 𝑛𝑛1 − 1、𝑛𝑛2 − 1）の F 分布に従う
 

 𝐹𝐹 =
⁄𝑉𝑉1 𝜎𝜎12

⁄𝑉𝑉2 𝜎𝜎22
=

⁄𝑠𝑠12 𝜎𝜎12

⁄𝑠𝑠22 𝜎𝜎22
=

⁄⁄𝑆𝑆1 𝑛𝑛1 − 1 𝜎𝜎12

⁄⁄𝑆𝑆2 𝑛𝑛2 − 1 𝜎𝜎22
=

⁄𝜒𝜒12 𝑛𝑛1 − 1
⁄𝜒𝜒22 𝑛𝑛2 − 1

 𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 ：母標準偏差
 𝑉𝑉1, 𝑉𝑉2 ：標本の不偏分散 𝑉𝑉 = ⁄𝑆𝑆 𝑛𝑛 − 1
 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2 ：標本の標準偏差 𝑠𝑠2 = 𝑉𝑉
 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 ：標本の平方和 𝑆𝑆 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 ：標本サイズ
 𝜒𝜒12, 𝜒𝜒2

2 ：カイ２乗値 𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　母分散の比の区間推定の求め方は、§7.6の補遺(2) にあります。
　まず、F 値と F 分布を補足します。
　正規分布（母平均ミュー(1)、母分散シグマ(1)^2）に従う母集団と、正規分布（母平均ミュー(2)、母分散シグマ(2)^2）に従う母集団、この２つの母集団から、n(1) 個と n(2) 個の標本がそれぞれ独立して得られたとき、この F 値は自由度 n(1)-1 と n(2)-1 の F 分布に従います。
　このとき、シグマ は母標準偏差、V は標本の不偏分散、s は標本の標準偏差、S は標本の平方和、n は標本サイズ、カイ２乗は標本のカイ２乗値です。添え字の 1、2 で２つの母集団とその標本を表しています。
　テキストなどによって、様々な　F 値の表現があります。いずれも同じことを指しています。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
 F 分布の補足（第１部 §2.5、第２部 §7.6 補遺 (2)）
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正規分布 N 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 、N 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 に従う２つの母集団から
それぞれ標本（𝑛𝑛1 個、𝑛𝑛2 個）が独立して得られたとき
以下の F 値は自由度（ 𝑛𝑛1 − 1、𝑛𝑛2 − 1）の F 分布に従う
 

 𝐹𝐹 =
⁄𝑉𝑉1 𝜎𝜎12

⁄𝑉𝑉2 𝜎𝜎22
=

⁄𝑠𝑠12 𝜎𝜎12

⁄𝑠𝑠22 𝜎𝜎22
=

⁄⁄𝑆𝑆1 𝑛𝑛1 − 1 𝜎𝜎12

⁄⁄𝑆𝑆2 𝑛𝑛2 − 1 𝜎𝜎22
=

⁄𝜒𝜒12 𝑛𝑛1 − 1
⁄𝜒𝜒22 𝑛𝑛2 − 1

 𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 ：母標準偏差
 𝑉𝑉1, 𝑉𝑉2 ：標本の不偏分散 𝑉𝑉 = ⁄𝑆𝑆 𝑛𝑛 − 1
 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2 ：標本の標準偏差 𝑠𝑠2 = 𝑉𝑉
 𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2 ：標本の平方和 𝑆𝑆 = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥̅𝑥 2

 𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2 ：標本サイズ
 𝜒𝜒12, 𝜒𝜒2

2 ：カイ２乗値 𝜒𝜒2 = ⁄𝑆𝑆 𝜎𝜎2

等分散の検定（H0： 𝜎𝜎1, = 𝜎𝜎2）の場合 
帰無仮説が正しいという条件の下
 

𝐹𝐹 =
⁄𝑉𝑉1 𝜎𝜎12

⁄𝑉𝑉2 𝜎𝜎22
=
𝑉𝑉1
𝑉𝑉2

=
𝑠𝑠12

𝑠𝑠22

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　なお、等分散の検定（２つの分散に違いがあるかどうかの検定）の場合、帰無仮説　シグマ(1)=シグマ(2) の下で、F 値は V(1)/V(2) 、すなわち標本の不偏分散の比になります。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
母分散の比 ⁄𝜎𝜎𝐵𝐵2 𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定（§7.6 補遺 (2)）

一般的な母分散の区間推定
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𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.975 < 𝐹𝐹 =
⁄𝑠𝑠12 𝜎𝜎12

⁄𝑠𝑠22 𝜎𝜎22
< 𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.025

𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.975 <
𝜎𝜎22𝑠𝑠12

𝜎𝜎12𝑠𝑠22
< 𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.025

1
𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.025

<
𝜎𝜎12𝑠𝑠22

𝜎𝜎22𝑠𝑠12
<

1
𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.975

⁄𝑠𝑠12 𝑠𝑠22

𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.025
<
𝜎𝜎12

𝜎𝜎22
<

⁄𝑠𝑠12 𝑠𝑠22

𝐹𝐹 𝜈𝜈1, 𝜈𝜈2; 0.975

上側確率
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N 𝜇𝜇1,𝜎𝜎12 から得られた 𝑛𝑛1個の標本の分散𝑠𝑠12、
N 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 から得られた 𝑛𝑛2個の標本の分散𝑠𝑠22

これらがあるとき、 ⁄𝐹𝐹 = ⁄𝑠𝑠12 𝜎𝜎12 ⁄𝑠𝑠22 𝜎𝜎22 は
自由度 𝜈𝜈1 = 𝑛𝑛1 − 1, 𝜈𝜈2 = 𝑛𝑛2 − 1 の F分布に従う

母分散の比（ ⁄𝜎𝜎12 𝜎𝜎22 ）の 95%信頼区間は、
得られた標本分散の比（ ⁄𝑠𝑠12 𝑠𝑠22 ）を、
F分布の%点で割って求められる

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　F 比、すなわち(s(1)^2 ∕ シグマ(1)^2 ) / (s(2)^2 ∕ シグマ(2)^2 )　は、自由度(n(1)-1, n(2)-1)の F 分布に従います。
　したがって、この F 比の 95% 信頼区間は、F(ニュー(1),ニュー(2); 0.975) から F(ニュー(1), ニュー(2); 0.025)です。ここでの確率は上側確率で示しています。これを順次変形すると、一番下の式がえられます。すなわち、母分散の比（シグマ(1)^2 / シグマ(2)^2）の区間推定は、得られた標本の分散比（s(1)^2 / s(2)^2 ）を、F 分布の %点で割って求められます。



１因子実験（変量模型）での分散成分の区間推定
母分散の比 ⁄𝜎𝜎𝐵𝐵2 𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定（§7.6 補遺 (2)）
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𝑉𝑉𝑊𝑊 = �𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑉𝑉𝐵𝐵 = �𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝐹𝐹 =
𝑉𝑉𝐵𝐵
𝑉𝑉𝑊𝑊

=
�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟 �𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2
= 1 + 𝑟𝑟

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2
=
𝐹𝐹 − 1
𝑟𝑟

=
7.456 − 1

3
= 2.152

表示 7.1.2（一部） 要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 4432.28 17 260.72

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

⁄𝑠𝑠12 𝑠𝑠22

𝐹𝐹 5,12; 0.025
< 1 + 𝑟𝑟

𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2
<

⁄𝑠𝑠12 𝑠𝑠22

𝐹𝐹 5,12; 0.975

7.456
3.89

< 1 + 3
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2
<

7.456
0.153

0.31 <
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2
< 15.9 0.56 <

𝜎𝜎𝐵𝐵
𝜎𝜎𝑊𝑊

< 4.0

F 分布
に従う 上側確率

区間推定の幅は、予想外に広い

（7.1.8）から
（7.1.9）から

母分散の比の点推定値

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.2 の事例で、母分散の比 シグマ(B)^2/シグマ(W)^2=7.456 の点推定と区間推定を考えます。
　V(W) はシグマ(W)^2 の推定値、V(B) は シグマ(W)^2 + r シグマ(B)^2 の推定値でした。
　したがって、F 比である V(B)/V(W) は、1 + r (シグマ(B)^2)/(シグマ(W)^2)　となります。これが F 分布に従います。
　この式を変形すると、シグマ(B)^2/シグマ(W)^2 は、(F-1)/r = 2.152 となり、これが分散成分の比の点推定値になります。
　また、1+r (シグマ(B)^2)/(シグマ(W)^2 )　が F 分布に従うので、得られた F 比を F 分布の上側・下側の 2.5% 点で割ります。これを整理して、母分散の比の区間推定は 0.31 ～ 15.9、母標準偏差の比の区間推定は、平方根を取って 0.56～4.0 になります。



（5）JMP による解析（EMS）

１因子実験（変量模型）
(5) JMP による解析（EMS）
(6) JMP による解析（REML）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきた解析を JMP で行います。この (5) では EMS、次の (6) では REML を使います。
　なお、EMS と REML の説明はこの後に簡単に行います。



JMP による解析 ： EMSとREML

EMS と REML
JMP では、 変量効果を含むモデルで解析する場合、EMS と REML のいずれかを選択する
どちらを使って解析してるかを意識する必要がある

EMS（Expectation of Mean Square ）
期待平均平方法、モーメント法
性能が高いコンピュータが登場する以前から使用されてきた
バランスが取れたデータ（つり合い型データ）で利用

REML（Restricted Maximum Likelihood）（Residual Maximum Likelihood）
制限付き最尤法、制限最尤法
JMPではこの方法を推奨している
アンバランスなデータでも、適切な結果が得られる
§7.6 補遺 (4) を参照 JMP マニュアルから引用
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP で変量効果を含むモデルで解析する場合、解析手法として EMS と REML のいずれかを選択します。どちらを使っているか、意識する必要があります。
　EMS は「期待平均平方法」、「モーメント法」ともいわれます。性能が高いコンピュータが登場する以前に使用されてきた手法です。バランスが取れたデータ、つまり「つり合い型データ」で利用されますが、アンバランスなデータでは場合によって適切ではない結果が得られるようです。
　REMLは、「制限付き最尤法」といわれます。JMP ではこの方法を推奨しています。アンバランスなデータでも、適切な結果がえられます。テキストの §7.6 補遺 (4) で計算方法などの説明を見てください。



JMP による解析（EMS）
JMPファイルの読み込み

JMP ファイル「7-変量.jmp」を読み込み

データ
表示 7.1.2 のデータ
因子 ：「B」 ･･･ 名義尺度（被験者）
観測値：「y」････ 連続尺度（観測値）

66

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

表示 7.1.2 実験データと基本解析（一部）

p.246

繰返し誤差として
取り扱い

因子C のような
指定はしない

後で使用

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP ファイル「7-変量.jmp」を読み込みます（操作）。
　データは、表示 7.1.2 のオレンジ枠で示した部分です。　因子は「B」で水準は「B1～B6」の被験者、 名義尺度です。観測値は「y」で 連続尺度です。「y2」列は、後で使います。ここでは無視してください。
　なお、繰返し測定の「1, 2, 3」は、繰り返し誤差として扱いますから、測定の繰り返しを因子 C というように因子として扱わないことに注意してください。ブルー枠で示したように、因子 B の各水準の繰り返しとして 「y」 列に記述します。



JMP による解析（EMS）
JMP ［モデルのあてはめ］

トップメニュー[分析] ＞ [モデルのあてはめ] 

［モデルの指定］
［役割変数の選択］

「y」を設定

［モデル効果の構成］
「B」を選択してモデルに取り込む

取り込んだ「B」を選択
［属性］＞［変量効果］を選択

↓
「B & 変量効果」になる
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　Alt キーを押してトップメニューを表示させ、[分析] ＞ [モデルのあてはめ]を選択します（操作）。 �　［モデルの指定］を行います（操作）。
　［役割変数の選択］で、「y」を設定します（操作）。
　［モデル効果の構成］で、「B」を選択してモデルに取り込みます。その次に、取り込んだ「B」を選択し、［属性］＞［変量効果］を選択します。　「B & 変量効果」になります（操作）。



JMP による解析（EMS）
JMP ［モデルのあてはめ］

［役割変数の選択］
「y」

［モデル効果の構成］
「B& 変量効果」

強調点：［最小レポート］

方法：［EMS（従来）］

［実行］
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　このように、［役割変数の選択］が　「y」、［モデル効果の構成］が　「B& 変量効果」になります。
　強調点を［最小レポート］、方法を［EMS（従来）］にして、［実行］します（操作）。



JMP による解析（EMS）
［あてはめの要約］［分散分析］
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𝑅𝑅2 =
𝑆𝑆𝐵𝐵
𝑆𝑆𝑇𝑇

=
3352.94
4432.28

= 0.756

𝑅𝑅∗2 = 1 −
𝑉𝑉𝑒𝑒
𝑉𝑉𝑇𝑇

= 1 −
89.94

260.72
= 0.655

                                                （ §1.1 p.29）

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値  
水準間(B) 3352.94 5 670.59 7.456 0.002
水準内(W) 1079.33 12 89.94 1.000
全体 4432.28 17 260.72

表示 7.1.2 （一部）
89.944

= 9.4839

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［あてはめの要約］と［分散分析］が得られます。
　R2 乗は、分散分析表の S(B)/S(T) から 0.756 が得られます。自由度調整R2乗は、1-V(e)/V(T) から 0.655 が得られます。これについては、§1.1 で説明しました。
　誤差の標準偏差は、誤差の平均平方の平方根と一致します。
　分散分析表の内容は、表示7.1.2 と一致しています。


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5.00 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12.00 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 160.67 3.9329 40.85

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

JMP による解析（EMS）
［期待平均平方］［分散成分推定値］

70

表示 7.1.2 （一部）
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𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

193.55
89.94 + 193.49

= 0.6827 𝜌𝜌

［EMS］で区間推定は
出力されない

E 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 3𝜎𝜎𝐵𝐵2

（7.1.9）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　「期待平均平方」の「B & 変量効果」の行の3 は，式(7.1.9) の r に対応し，水準間の平均平方の期待値が　シグマ(W)^2 + 3 シグマ(B)^2 であることを示しています。シグマ(W)^2 の係数 1 は省略されています。「切片」はこの例題では関係ありません。
　「分散成分推定値」には、シグマ(B)^2 と シグマ(W)^2 の推定値が、「B&変量効果」と「残差」の行に求められています。
　「B&変量効果」の［全体に対する百分率］の 68.273 は信頼性係数 ロー を% で表示したものです。
　なお、［EMS］を使うと、百分率は出力されますが、区間推定は出力されません。




要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5.00 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12.00 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 160.67 3.9329 40.85

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

JMP による解析（EMS）
［F検定の分母］［変量効果を考慮した検定］

複雑なモデルでは
どの平均平方で
検定するかが問題

このような表示で
明確化している
（一見煩雑）

71

表示 7.1.2 （一部）

1.00：分母を明示

B& 変量効果

p.248

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［F 検定の分母］と［変量効果を考慮した検定］は、F 検定の結果と、その計算に使われた分母と分子について説明しています。
　［F 検定の分母］のブルー枠で示した［分母平均平方］は 89.9444、［分母自由度］は12です。これは、分散分析表の水準内（W）の平均平方とその自由度です。
　［変量効果を考慮した検定］のオレンジ枠で示した［分子平方和］は 3352.94 、［分子自由度］は 5 です。これは水準間(B)の平方和と自由度です。この分母と分子から計算された F 比が 7.4556 で，その p 値が 0.0022 です。　この例では，このような説明は不要ですが、後に取り上げるような複雑なモデルでは，どの平均平方で検定するかが問題となるので，このような煩雑とも思われるような出力となっています。
　なお、このテキストでは、F 比のところが「１」になつていることで、F検定の分母であることを明示しています。



表示 7.1.8 JMP の出力 (EMS) （全水準の推定）

JMP による解析（EMS）
［全水準の推定値］

72

水準 r 平均
B1 3 127.33
B2 3 135.67
B3 3 117.33
B4 3 138.33
B5 3 155.00
B6 3 114.67

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

水準 標準偏差 効果
B1 8.74 -4.06
B2 4.93 4.28
B3 8.02 -14.06
B4 8.50 6.94
B5 7.81 23.61
B6 15.53 -16.72

表示 7.1.2
 （一部）

p.248

変量効果では、各水準の推定値を目的としていないが、
 JMP では出力される（取り扱いに十分注意）

「応答y」▼＞[推定値] ＞ [全水準の推定値] 

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　変量因子では各水準の推定を目的とはしていませんが、JMP では出力されます。この解釈と取り扱いについては、十分注意する必要があります。
　「応答y」のオプションメニューから[推定値] ＞ [全水準の推定値] を選択すると，表示7.1.8 が得られます。切片と B の各水準の推定値は，表示7.1.2 の総平均 y(・・・)=131.39 、効果 -4.06、4.28・・・となっており、JMP は同じ値を出力しています。



𝑉𝑉𝑊𝑊
1
𝑟𝑟
−

1
𝑏𝑏𝑏𝑏

= 89.944
1
3
−

1
6 × 3

= 4.998

𝑉𝑉𝑊𝑊
𝑏𝑏𝑏𝑏

=
89.994
3 × 6

= 2.2354

［全水準の推定値］
変量因子の各水準の推定値の標準誤差

（ §1.1,  p.36）

切片（総平均）の標準誤差（ §1.1,  p.36）

JMP による解析（EMS）
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表示 7.1.8 JMP の出力 (EMS) （全水準の推定）

p.249

要因 平方和 自由度 平均平方 F比  
水準間(B) 3352.94 5.00 670.59 7.46
水準内(W) 1079.33 12.00 89.94 1.00
全体 160.67 3.9329 40.85

表示 7.1.2
 （一部）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.8 の変量因子 B の各水準の推定値の「標準誤差」と、切片の「標準誤差」は、§1.1 で説明した計算式で求められています。V(W) は表示 7.1.2 のブルーで示した 89.94 です。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


JMP による解析（EMS）
切片（定数項、総平均）と切片の分散

74

𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗  𝛽𝛽𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝐵𝐵2 𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗~N 0,𝜎𝜎𝑊𝑊2

�𝑦𝑦𝑗𝑗� = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ��
𝑘𝑘=1

𝑟𝑟

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑟𝑟 = 𝜇𝜇 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 + ̅𝜀𝜀𝑗𝑗�

 V �𝑦𝑦𝑗𝑗� = V 𝛽𝛽𝑗𝑗 + V ̅𝜀𝜀𝑗𝑗� = 𝜎𝜎𝐵𝐵2 +
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑟𝑟

�𝑦𝑦�� = 𝜇𝜇 + ��
𝑗𝑗=1

𝑏𝑏

𝛽𝛽𝑗𝑗 𝑏𝑏 + ��
𝑗𝑗=1

𝑏𝑏

�
𝑘𝑘=1

𝑟𝑟

𝜀𝜀𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑏𝑏𝑟𝑟 = 𝜇𝜇 + 𝛽̅𝛽� + ̅𝜀𝜀��

 V �𝑦𝑦�� = V 𝛽̅𝛽� + V ̅𝜀𝜀�� =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏

（7.1.5）

（7.1.6）

（7.1.2）（7.1.3）

p.249

（7.1.1）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、切片と切片の分散を考えます。切片というのは定数項であり、総平均のことになります。
　さきほど説明したように、式(7.1.1)、式(7.1.2)、式(7.1.3)から、式(7.1.5)、式(7.1.6)が導かれました。同様に考えて、切片、すなわち総平均 y(・・)-bar の式が導かれます。したがって、切片の分散の期待値は、最下行の式になります。



JMP による解析（EMS）
［全水準の推定値］

切片 �𝑦𝑦��の分散
 

切片 �𝑦𝑦��の分散（JMP［EMS］）

JMP［EMS］では、変量効果を指定しても、
変量効果を指定しない場合と同じ結果を
出力するので、注意が必要

75

表示 7.1.8
V �𝑦𝑦�� = V 𝛽̅𝛽� + V ̅𝜀𝜀�� =

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
�𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏

 =
193.55

6
+

89.94
6 × 3

 = 32.258 + 4.997

 = 37.255 = 6.1042

 V �𝑦𝑦�� = 2.23542 = 4.997

p.249

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 89.94

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟
=

670.59 − 89.94
3

= 193.55

（7.1.13）

（7.1.7）

（7.1.4）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　前のスライドで得られた切片の分散の期待値の式に、式(7.1.4) と式(7.1.7) で得られた推定値を代入して計算すると、式(7.1.13) のように、37.255 が得られます。この平方根を取って、標準誤差は 6.104 です。



JMP による解析（EMS）
［全水準の推定値］

切片 �𝑦𝑦��の分散
 

切片 �𝑦𝑦��の分散（JMP［EMS］）

JMP［EMS］では、変量効果を指定しても、
変量効果を指定しない場合と同じ結果を
出力するので、注意が必要
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表示 7.1.8
V �𝑦𝑦�� = V 𝛽̅𝛽� + V ̅𝜀𝜀�� =

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
�𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏

 =
193.55

6
+

89.94
6 × 3

 = 32.258 + 4.997

 = 37.255 = 6.1042

 V �𝑦𝑦�� = 2.23542 = 4.997

p.249

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 = 𝑉𝑉𝑊𝑊 = 89.94

�𝜎𝜎𝐵𝐵2 =
𝑉𝑉𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑊𝑊

𝑟𝑟
=

670.59 − 89.94
3

= 193.55

（7.1.13）

（7.1.7）

（7.1.4）

JMP[EMS] 
では

この分が
含まれない

分散
2.23542 = 4.997

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ところが、JMPの［EMS］による標準誤差の出力はオレンジ枠で示した 2.2355 、これを２乗すると、分散は 4.997 です。つまり JMP の分散は シグマ(W) の成分 4.997 の分のみであり、ブルー枠で示したシグマ(B) の成分 32.258 が含まれていません。これは、ベータを変量効果に指定したことを無視して、繰り返し誤差のみから計算していることになります。JMP の［EMS］では、変量効果を指定しても、　変量効果を指定しない場合と同じ結果を出力するので、注意が必要です。



（6）JMP による解析（REML）

77

p.249

１因子実験（変量模型）
(5) JMP による解析（EMS）
(6) JMP による解析（REML）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここまで、EMS による解析を説明してきました。次に、REML　による解析を行います。



JMP ［モデルのあてはめ］
JMP ファイル「7-変量.jmp」を
読み込み

役割変数の選択：「y」
モデル効果の構成：「B& 変量効果」

強調点：［最小レポート］

方法：［REML（推奨）］

分散成分の範囲制限なし
：チェックを外す

分散成分が負にならないように制限

JMP による解析（REML）

78

p.249

最少レポート
に変更

チェックを外す

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート

　　JMP ファイル「7-変量.jmp」を読み込んだ状態から進めます。
　  EMS での解析と同様に操作して、「モデルのあてはめ」画面で，「方法」の[REML(推奨)] を選択します（操作）。
　また、「分散成分の範囲制限なし」の左の□をクリックして、チェックを外してオフにします（操作）。これにより、分散成分が負にならないように制限します。なお、母数因子があり、その固定効果を検定する場合はオフにします。
　「強調点」を「最小レポート」に変更して、実行］をクリックします（操作）。



JMP による解析（REML）
［あてはめの要約］

R2乗、自由度調整R2乗は同じ値
R2乗、自由度調整R2乗は、REML と EMS で異なる

（§7.6 補遺(4) 参照）

分散分析表
分散分析表は出力されない
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p.249

表示 7.1.7 JMP の出力（EMS）

表示 7.1.9 JMP の出力（REML）

同じ値

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.9 のように、REML では［あてはめの要約］で、R2乗と自由度調整R2乗は同じ値が出力されます。
　また、REML によるこの値は、表示 7.1.7 の EMS での解析による値と異なります。この計算方法は§7.6 補遺(4) を参照してください。
　分散分析表は出力されません。




JMP による解析（REML）
［パラメータ推定値］

切片の値は EMS と同じ
切片の標準誤差は EMS とは異なり

REML で正しい値を出力

80

p.249

表示 7.1.9 JMP の出力（REML）

表示 7.1.8 JMPの出力（EMS）

V �𝑦𝑦�� = V 𝛽̅𝛽� + V ̅𝜀𝜀�� =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏

 =
193.55

6
+

89.94
6 × 3

 = 32.258 + 4.997

 = 37.255 = 6.1042

 V �𝑦𝑦�� = 4.997 = 2.2352

（7.1.13）

変量因子を考慮した
正しい値

切片 �𝑦𝑦��の分散（JMP［EMS］の場合）

変量因子
の分

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.9 の「パラメータ推定値」を、表示7.1.8 のEMS の出力と比較すると，グリーン枠で示した切片の推定値 131.39 は一致します。
　オレンジで示した切片の標準誤差 6.1037 は、ブルー枠で示した EMS の 2.235 とは異なります。これは、先に式(7.1.13) で説明したように、6.104 は変量因子を考慮した正しい値です。



JMP による解析（REML）
［変量効果の予測］

BLUP は EMS での推定値に対応（§7.6 補遺(4) 参照）
         （Best Linear Unbiased Prediction）

各水準の推定値は縮小されている（絶対値が小さくなっている）
標準誤差は REML が EMS より大きい（7.34＞4.99）

EMS は 𝑉𝑉𝑊𝑊から算出、REML は 𝑉𝑉𝑊𝑊 と 𝑉𝑉𝐵𝐵 から算出

81

p.249

表示 7.1.8 JMPの出力（EMS）

表示 7.1.9 JMPの出力（REML） EMS の
パラメータ推定値

に対応

B[B1] の縮小係数

𝑓𝑓 =
−3.5116
−4.0556

= 0.8659

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　表示7.1.9 のように、「変量効果の予測」が出力されています。これを、表示7.1.8 のEMS の「全水準の推定値」と比較します。
　BULP は、Best Linear Unbiased Prediction の略で，EMS 出力の推定値に対応します。各水準の推定値は縮小されています。つまり、絶対値が小さくなっています。たとえば、B[B1] の推定値の場合、縮小係数 f は f = 3.5116/4.0556 = 0.8659 です。この縮小については、§7.5「補遺」(4) を参照してください。
　



JMP による解析（REML）
［変量効果の予測］

BLUP は EMS での推定値に対応（§7.6 補遺(4) 参照）
         （Best Linear Unbiased Prediction）

各水準の推定値は縮小されている（絶対値が小さくなっている）
標準誤差は REML が EMS より大きい（7.34＞4.99）

EMS は 𝑉𝑉𝑊𝑊から算出、REML は 𝑉𝑉𝑊𝑊 と 𝑉𝑉𝐵𝐵 から算出

82

p.249

表示 7.1.8 JMPの出力（EMS）

表示 7.1.9 JMPの出力（REML）

𝑉𝑉𝑊𝑊
1
𝑟𝑟
−

1
𝑏𝑏𝑏𝑏

=

89.944
1
3
−

1
6 × 3

= 4.998

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　標準誤差 7.341 は，EMS の標準誤差 4.998 よりかなり大きくなっています。これは，EMS の標準誤差はV(W) だけから算出されていますが、REML の標準誤差は V(W) と V(B) の両方から計算しているためです。




JMP による解析（REML）
［REML 法による分散成分推定値］

分散成分の値は
EMS での値と一致
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p.250

表示 7.1.9 JMPの出力（REML）

表示 7.1.7 JMPの出力（EMS）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［REML 法による分散成分推定値］の分散成分の値 193.55, 89.94 は EMS の結果と同じです。



JMP による解析（REML）
［REML 法による分散成分推定値］

信頼性係数（ ρ ）と
分散比は重要な指標
（利用方法は次項）

84

p.250

表示 7.1.9 JMPの出力（REML）

𝜌𝜌 =
�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2 + �𝜎𝜎𝐵𝐵2
=

193.55
89.94 + 193.49

= 0.6827

�𝜎𝜎𝐵𝐵2

�𝜎𝜎𝑊𝑊2
=

193.55
89.94

= 2.152

0.31 ≤
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝜎𝜎𝑊𝑊2
≤ 15.9 

0.56 ≤
𝜎𝜎𝐵𝐵
𝜎𝜎𝑊𝑊

≤ 4.0

𝜌𝜌

分散比の区間推定は出力されない

（§7.6 補遺 (2) p.286）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先に説明したように、オレンジ枠の「信頼性係数ロー」と、ブルー枠の「分散比」は重要な指標です。
　オレンジ枠で示したローは、既に説明した方法で求められ、0.68273 でした。ここでは全体に対する百分率で表示されています。
　ブルー枠で示した分散比 、すなわち２つの分散 シグマ(B)^2 と　シグマ(W)^2 の比 2.15 が出力されています。しかし、先ほど説明した信頼区間の出力はありません。この分散比の利用方法はこの後で説明します。



表示 7.1.5 分散成分の区間推定（点推定と95%信頼区間）
下限 点推定 上限 点-下限 上限-点 点/下限 上限/点

水準内 46.25 89.94 245.09 43.69 155.15 1.94 2.72
水準間 (1) 単純 57.11 193.55 1314.62 136.43 1121.07 3.39 6.79

(2) 保守的 5.40 1329.18 188.15 1135.64 35.86 6.87
(3) 森口 49.04 1314.67 144.51 1121.12 3.95 6.79
(4) JMP 67.59 1797.85 125.96 1604.30 2.86 9.29

JMP による解析（REML）
［REML 法による分散成分推定値］

𝜎𝜎𝑊𝑊2 の区間推定は一致
𝜎𝜎𝐵𝐵2の区間推定は
大きい方の幅が広い

（Satterthwaiteの方法
§7.6 補遺(4) 参照）
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p.250

表示 7.1.9 JMPの出力（REML）

［EMS］で区間推定は
出力されない

幅が広い

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　分散成分の区間推定は、EMS では出力されませんでしたが、REML を選択すると出力されます。
　ブルー枠の分散成分 シグマ(W)^2　の 95% 信頼区間は、46.25∼245.09 で、表示7.1.5 と一致します。
　オレンジ枠の分散成分 シグマ(B)^2 の95%信頼区間は、67.59 ∼ 1797.85 と表示されています。表示7.1.5 でまとめられている他の方法とはかなり異なり，大きい方の幅が広くなっています。JMP では、サタースウェイトの方法によって近似計算されています。詳しい説明は§7.5「補遺」を参照してください。



JMP による解析（REML）
［REML 法による分散成分推定値］

［分散成分の範囲制限
なし］のチェックを
外さない場合の解

この解は用いない
86

［分散成分の範囲制限なし］のチェックを外さない

p.250

表示 7.1.9 JMPの出力（REML）［分散成分の範囲制限なし］のチェックを外す

193.54 ± 1.96 × 141.90
= −84.58, 471.67

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　［モデルのあてはめ］の最初の設定で、「分散成分の範囲制限なし」のチェックマーク外しました。これを外さないで解析すると，下のような出力となります。B の分散成分の推定値の信頼区間は点推定値の上下に同じ幅をつけて193.54 ± 1.96 × 141.90 という計算をして、−84.58 ∼ 471.67の区間推定となり、区間の中に負の値が含まれます。この解は適切な解ではないので用いないでください。



（7）繰り返し数が不揃いの場合

現実には欠測値などにより
水準ごとの繰り返し数 r が不揃いになることもある
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p.250

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでは，各水準の繰り返し数 r がすべて等しい場合を取り上げて，考え方と解析手順を説明しました。現実には，繰り返し数が等しくない場合も少なくありません。そこで、繰り返し数 r が不揃いの場合をとりあげます。



１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
事例

水準 B1～B3 の繰り返し数 r が 3 、水準 B4～B6 の繰り返し数 r が 2 の場合
（アンバランスなデータ）
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p.251

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

全体 18 131.39
標準偏差 14.95

データ

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.3 120 125 137
B2 3 135.7 139 138 130
B3 3 117.3 118 125 109
B4 2 140.0 132 148
B5 2 152.5 159 146
B6 2 117.0 102 132

全体 15 130.67
水準数 6

データ
表示 7.1.2 実験データと基本解析 表示 7.1.10 繰り返し数が不揃いのデータと分散分析表

欠けている

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまでは，表示7.1.2 のデータを使い、考え方と解析手順を説明してきました。これは、各水準の繰り返し数 r がすべて等しい場合で、バランスがとれたデータです。
　ここでは、この表示7.1.2 のデータから，オレンジ枠の B4 ∼ B6 の3 番目の観測値が欠けた場合を考えます。つまり、B1 ∼ B3 の繰り返し数が3 で，B4 ∼ B6 の繰り返し数が 2 の場合、アンバランスなデータです。




１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
基本計算と分散分析表

手順は §1.2（ p.38）
と同じ
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水準 r 平均 1 2 3 水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 3 127.3 120 125 137 B1 8.74 -3.33 -7.33 -2.33 9.67
B2 3 135.7 139 138 130 B2 4.93 5.00 3.33 2.33 -5.67
B3 3 117.3 118 125 109 B3 8.02 -13.33 0.67 7.67 -8.33
B4 2 140.0 132 148 B4 11.31 9.33 -8.00 8.00
B5 2 152.5 159 146 B5 9.19 21.83 6.50 -6.50
B6 2 117.0 102 132 B6 21.21 -13.67 -15.00 15.00

全体 15 130.67
水準数 6

残差データ

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準誤差
水準間(B) 2142.83 5 428.57 3.886 0.037 128.34 11.33
残差(W) 992.50 9 110.28 1.000 110.28 10.50
全体 3135.33 14 223.952

表示 1.2.1
（p.40）を
一部修正

p.251

表示 7.1.10 繰り返し数が不揃いのデータと分散分析表

アンバランスなデータの場合
15 の観測値の平均 ：130.67
JMP は「平均の平均」：131.64
   「最小２乗平均」
（ §1.2 p.38、ブログ）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　平方和を分解して，分散分析表を作成するまでの考え方と計算手順は§1.2 とまったく同じです。表示1.2.1の計算表を６行3列に一部修正して，データを入れ替えると表示7.1.10 の分散分析表が得られます。
　ここで、オレンジ枠で示した総平均について復習しておきます。平方和の分解から分散分析表を得るときに、基準とする総平均はブルー枠で示した 15 個の観測値の平均 130.67 を使います。JMP の場合は、グリーン枠で示した各水準の平均の平均を使います。これを「最小２乗平均」といいます。この違いから、出力される統計量の一部の値が Excel での結果と異なることがあります。これについては、§1.2 をもう一度復習してください。また、ブログも参照してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-2.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-2.pdf
https://mkkmkk.com/2022/02/21/lsmean/


１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
分散成分𝜎𝜎𝐵𝐵2、𝜎𝜎𝑊𝑊2 の推定

分散成分𝜎𝜎𝑊𝑊2 は
これまでと同様に
求められる

分散成分𝜎𝜎𝐵𝐵2 の
推定値の求め方が
問題となる
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分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準誤差
水準間(B) 2142.83 5 428.57 3.886 0.037 128.34 11.33
残差(W) 992.50 9 110.28 1.000 110.28 10.50
全体 3135.33 14 223.952

𝜎𝜎𝑊𝑊2

p.251

表示 7.1.10 繰り返し数が不揃いのデータと分散分析表

𝜎𝜎𝐵𝐵2

水準 r 平均 1 2 3 水準 標準偏差 効果 1 2 3
B1 3 127.3 120 125 137 B1 8.74 -3.33 -7.33 -2.33 9.67
B2 3 135.7 139 138 130 B2 4.93 5.00 3.33 2.33 -5.67
B3 3 117.3 118 125 109 B3 8.02 -13.33 0.67 7.67 -8.33
B4 2 140.0 132 148 B4 11.31 9.33 -8.00 8.00
B5 2 152.5 159 146 B5 9.19 21.83 6.50 -6.50
B6 2 117.0 102 132 B6 21.21 -13.67 -15.00 15.00

全体 15 130.67
水準数 6

残差データ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ブルー枠の分散成分 シグマ(W)^2 は、これまで同様に残差の平均平方から求められます。�　これに対して、オレンジ枠の分散成分 シグマ(B)^2 の推定値の求め方が問題となります。



１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
分散成分 𝜎𝜎𝐵𝐵2 の推定

繰り返し数が揃っている場合
 

繰り返し数が揃っていない場合

         各水準の 𝑟𝑟 の不揃いの程度が
小さければ（ 𝑟𝑟𝑠𝑠2 が小さい）、
𝑟̃𝑟は 𝑟̅𝑟� に近い値を取る
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𝑟̅𝑟� ：繰り返し数の平均
𝑟𝑟𝑠𝑠2：繰り返し数の平均平方（分散）
𝑅𝑅 ︓繰り返し数の総数

E 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

 
E 𝑉𝑉𝐵𝐵 = 𝜎𝜎𝑊𝑊2 + 𝑟̃𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2 
𝑟̃𝑟 = 𝑟̅𝑟 − ⁄𝑟𝑟𝑠𝑠2 𝑅𝑅

（7.1.9）

（7.1.14）
（7.1.15）

水準 r
B1 3
B2 3
B3 3
B4 2
B5 2
B6 2

全体 15
準

𝑟̅𝑟� = ⁄3 × 3 + 2 × 3 6 = 2.5

𝑟𝑟𝑠𝑠2 =
3 × 3 − 2.5 2 + 3 × 2 − 2.5 2

6 − 1
 = 0.30
𝑅𝑅 = 15
𝑟̃𝑟 = 2.5 − ⁄0.30 15 = 2.48
�𝜎𝜎𝐵𝐵2 = ⁄𝑉𝑉𝐵𝐵 − �𝜎𝜎𝑊𝑊2 𝑟̃𝑟
 = ⁄428.57 − 110.28 2.48
 = 128.34

表示 7.1.10 

分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準誤差
水準間(B) 2142.83 5 428.57 3.886 0.037 128.34 11.33
残差(W) 992.50 9 110.28 1.000 110.28 10.50
全体 3135.33 14 223.952

表示 7.1.10 

p.251

式(7.1.14) から

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきたように、繰り返し数が揃っている場合は、式(7.1.9) で求められました。
　繰り返し数が揃っていない場合は、式(7.1.14)で求められることが知られています。式(7.1.9)の繰り返し数 r が、式(7.1.14)では r-チルダ になっています。この r-チルダは、式(7.1.15)のようにして求めます。式(7.1.15)の r-bar は繰り返し数の平均、r(s)^2 は繰り返し数の平均平方、すなわち分散です。R は繰り返し数の総数です。各水準の r の不揃いの程度が小さければ、すなわち r(S)^2 が小さければ、r-チルダ は r(・)-bar に近い値を取ります。
　表示7.1.10 の事例では、r が (3、3、3、2、2、2) なので、r(・)-bar は 2.5、r(s)^2 は 0.30、R=15、したがって r-チルダ は 2.48 になります。式(7.1.14) を変形すると、シグマ(B)^2 は、オレンジ枠のように 128.34 になります。これが、分散分析表の水準間(B) の分散成分の欄に記載されています。



１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
JMPファイルの読み込み

JMP ファイル「7-変量.jmp」を読み込み

データ
表示 7.1.10 のデータ
因子 ：「B」 ･･･ 名義尺度（被験者）
観測値：「y2」･･･ 連続尺度（欠測がある観測値）

［モデルのあてはめ］
［役割変数の選択］：「y2」
［モデル効果の構成］：「B& 変量効果」
［強調点］：［最小レポート］
［方法］：［EMS］と［REML］
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表示 7.1.10 （一部）

p.252

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.3 120 125 137
B2 3 135.7 139 138 130
B3 3 117.3 118 125 109
B4 2 140.0 132 148
B5 2 152.5 159 146
B6 2 117.0 102 132

データ

欠測

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　では、JMP で解析します。
　さきほど使ったJMP ファイル「7-変量.jmp」を使います（操作）。
　観測値には、「y2」の列を使います。表示7.1.10のデータです。欠測の部分は「・」になっています。さきほどと同様に［EMS］と［REML］を使って実行します（操作）。



１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
JMP［EMS］での解析

JMP [EMS] の結果は、Excel の結果と一致
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分散分析表
要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準誤差
水準間(B) 2142.83 5 428.57 3.886 0.037 128.34 11.33
残差(W) 992.50 9 110.28 1.000 110.28 10.50
全体 3135.33 14 223.952

表示 7.1.10 

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP［EMS］ の結果は、Excel の結果である表示7.1.10　と一致します。



１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
JMP［EMS］での解析

［期待平均平方］（分散成分の係数）

［パラメータ推定値］
JMPは総平均に「各水準の平均の平均」を用いる
よって、パラメータ推定値は Excel の結果と一致しない（§1.2 p.38）
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𝑟̃𝑟 = 2.5 − ⁄0.30 15 = 2.48

水準 r 平均 1 2 3 水準 標準偏差 効果
B1 3 127.3 120 125 137 B1 8.74 -3.33
B2 3 135.7 139 138 130 B2 4.93 5.00
B3 3 117.3 118 125 109 B3 8.02 -13.33
B4 2 140.0 132 148 B4 11.31 9.33
B5 2 152.5 159 146 B5 9.19 21.83
B6 2 117.0 102 132 B6 21.21 -13.67

全体 15 130.67

データ表示 7.1.10 （一部）

分散成分の
係数 𝑟̃𝑟

p.252

最少２乗平均

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　グリーン枠で示した［期待平均平方］には、さきほど計算した「r-チルダ」が表示されています。ここでは「分散成分の係数」という表現になっていてます。
　その下に表示されているブルー枠の［パラメータ推定値］は、Excelの結果と一致していません。オレンジ枠で示したように、全体の平均、すなわち切片は Excel が 310.67、JMP が 131.63 で一致しません。B1の効果は、Excel では -3.33、JMP では -4.30 と一致しません。
　さきほど説明したように、　JMPは総平均に「最小２乗平均」を用いるためです。これについては、§1.2を参照してください。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-2.pdf


１因子実験（変量模型）で繰り返し数が不揃いの場合
JMP［REML］での解析

［分散成分推定値］，［全体に対する百分率］は
［REML］と［EMS］の結果が少し異なる

95

表示 7.1.12 JMP［REML］の出力

表示 7.1.11 JMP［EMS］の出力

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、［REML］で解析した結果です。表示7.1.12 が得られます。表示7.1.11 の［EMS］の出力と比較すると，「分散成分推定値」，「全体に対する百分率」の値が少し異なります。データが不揃いの場合、REML と EMS の分散成分の結果が一致せず、少し異なります。



（8）分散成分の利用：最適繰り返し数の算出

コストを考慮した最適繰り返し数
（限られたコストの中で、いかに検出力を向上させるか）

96

p.252

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほどから説明している分散成分を利用して、コストを考慮した「最適な繰り返し数」を算出します。つまり、限られた経費の中で、いかに検出力を向上させるという課題です。



最適繰り返し数の算出
条件A の水準間の差の解析

薬剤 A1～Aa を
それぞれ b 人の被験者に投与
被験者ごとに血圧を r 回測定
薬剤 A1～Aa の効果を比較

水準間（薬剤間）の差の
検出力を高めるにはどうするか

第 i 水準の平均値 �𝑦𝑦𝑖𝑖�� の標準誤差
を小さくする（§1.1 参照）

↓
薬剤あたりの被験者数 b は？
被験者あたりの測定回数 r は？
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1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

表示 7.1.1 データの形式

p.253

この標準誤差を
小さくする

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　もう一度、表示7.1.1 のデータを考えます。薬剤 A(1)～A(a) を、それぞれ b 人の被験者に投与します。被験者ごとに血圧を r 回測定して、血圧に対する薬剤 A(1)～A(a) の効果を比較する実験です。
　このときに、水準間の差、つまり薬剤間の検出力を高めるにはどうするかを考えます。それには、第 i 水準の平均値 y(i・・)-bar の標準誤差を小さくすればよいわけです。つまり、薬剤ごとのばらつきを小さくするということです。これについては、§1.1 を参照してください。
　そのためには、薬剤あたりの被験者 b を何人にするか？、被験者あたりの測定回数 r を何回にするか?、これが問題になります

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


最適繰り返し数の算出
条件A の水準間の差の解析

薬剤 A1～Aa を
それぞれ b 人の被験者に投与
被験者ごとに血圧を r 回測定
薬剤 A1～Aa の効果を比較

水準間（薬剤間）の差の
検出力を高めるにはどうするか

第 i 水準の平均値 �𝑦𝑦𝑖𝑖�� の標準誤差
を小さくする（§1.1 参照）

↓
薬剤あたりの被験者数 b は？
被験者あたりの測定回数 r は？

98

1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

表示 7.1.1 データの形式

p.253

被験者数 b、測定回数 r を多くする
→ 標準誤差は小さくなる

検出され易くなる（§1.1 参照）
→ コストは増大

無制限に b、r を増やせない

この標準誤差を
小さくする

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この被験者数　b 、測定回数 r を考えるときに、コストを考慮します。被験者、測定回数ともに多くすれば、精度は高くなって標準誤差は小さくなります。しかし、それに伴ってコストも増大します。現実問題として、無制限に被験者、測定回数を増やすわけにはいきません。�


https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-1-1.pdf


最適繰り返し数の算出
平均値の分散と b, r

条件 A1 を取り出した 𝑦𝑦1𝑗𝑗𝑗𝑗 の場合
（赤枠の部分）

条件 A i を取り出した 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗 の場合
（青枠の部分）

コストを考慮して
この分散を小さくしたい

99

1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・
・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

𝑦𝑦211      𝑦𝑦212                     𝑦𝑦21𝑖𝑖                   𝑦𝑦21𝑟𝑟       𝑦𝑦�21�     

𝑦𝑦2𝑖𝑖1      𝑦𝑦2𝑖𝑖2                     𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦2𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�2𝑖𝑖�         𝑦𝑦�2��        𝑦𝑦�⋯ 

𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

表示 7.1.1 データの形式

p.253

V �𝑦𝑦�� = V 𝛽̅𝛽� + V ̅𝜀𝜀��

 =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏 （7.1.13）

V �𝑦𝑦𝑖𝑖�� = V 𝛽̅𝛽𝑖𝑖� + V ̅𝜀𝜀𝑖𝑖��

 =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏
（7.1.16）

この標準誤差を
小さくする

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　先ほど得られた式(7.1.13) は、赤枠の部分の平均値の分散と、被験者数 b、測定回数 r との関係を表しています。平均値の分散の平方根を取った値が標準誤差です。これを一般化して、青枠の部分の平均値の分散と被験者数 b、測定回数 r の関係に置き換え、式(7.1.16)を得ます。この分散を小さくすることを、コストを考慮しながら考えます。
　



最適繰り返し数の算出
被験者と測定のコスト

１人の被験者のコストを 𝑐𝑐𝐵𝐵 、
１回の測定のコストを 𝑐𝑐𝑊𝑊 、
１薬剤に要する総コストを 𝐶𝐶

C を一定として、
�𝑦𝑦𝑖𝑖��の分散 V �𝑦𝑦𝑖𝑖�� が最小に
なるように r を設定する

100

𝐶𝐶 = 𝑏𝑏𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑤𝑤 （7.1.17）

p.253

V �𝑦𝑦𝑖𝑖�� =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏
（7.1.16）

被験者数 １人の被験者コスト コスト計
b c B b c B

被験者数 測定回数 １回の測定コスト コスト計
b r c W b r c W

被験者コスト

測定コスト

1 2 ・・・ k ・・・ r
1 ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

j ・・・ ・・・

・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・ ・・・

b ・・・ ・・・

血圧観測値条件 人 平均値
𝑦𝑦111      𝑦𝑦112                     𝑦𝑦11𝑖𝑖                  𝑦𝑦11𝑟𝑟       𝑦𝑦�11�     

𝑦𝑦1𝑖𝑖1      𝑦𝑦1𝑖𝑖2                     𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦1𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�1𝑖𝑖�         𝑦𝑦�1�� 

𝑦𝑦1𝑏𝑏1      𝑦𝑦1𝑏𝑏2                     𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑖𝑖                  𝑦𝑦1𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�1𝑏𝑏�   

𝐴1

                                                     

                                                             

                                                

                                                         

                                                    

表示 7.1.1 データの形式
１薬剤にかかるコスト
（総コスト C）を一定

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　次に、コストを考えます。オレンジ枠のコスト、すなわち１薬剤にかかる被験者と測定にかかるコストを総コストとします。1人の被験者のコストを c(B)、１回の測定のコストを c(W)、１薬剤にかかる総コストをラージ C とします。そうすると、下の表のように、被験者のコストが bc(B)、測定コストが brc(W) になります。したがって、1 薬剤にかかる総コスト C は、式(7.1.17)になります。
　ここから、ラージ C を一定として、式(7.1.16) の y(i・・)-bar の分散が最小になるように r を設定します。



被験者と測定のコスト
式(7.1.17) を式(7.1.16)に代入

V �𝑦𝑦𝑖𝑖�� =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏

V �𝑦𝑦𝑖𝑖�� =
𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝑏𝑏
+
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑏𝑏𝑏𝑏
=

𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑤𝑤 𝜎𝜎𝐵𝐵2

𝐶𝐶
+

𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑤𝑤 𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑟𝑟𝑟𝑟

 =
1
𝐶𝐶

𝑐𝑐𝐵𝐵𝜎𝜎𝐵𝐵2 + 𝑐𝑐𝑤𝑤𝜎𝜎𝐵𝐵2 � 𝑟𝑟 + 𝑐𝑐𝐵𝐵𝜎𝜎𝑊𝑊2 �
1
𝑟𝑟

+ 𝑐𝑐𝑤𝑤𝜎𝜎𝑊𝑊2

   

𝑑𝑑V �𝑦𝑦𝑖𝑖��
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1
𝐶𝐶

𝑐𝑐𝑤𝑤𝜎𝜎𝐵𝐵2 −
𝑐𝑐𝐵𝐵𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝑟𝑟2
= 0 𝑟𝑟2 =

𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

�
𝜎𝜎𝑊𝑊2

𝜎𝜎𝐵𝐵2
 𝑟𝑟 =

𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

�
𝜎𝜎𝑊𝑊
𝜎𝜎𝐵𝐵

最適繰り返し数の算出

101

（7.1.16）

r で微分して 0 とおく

（7.1.18）

p.253

𝐶𝐶 = 𝑏𝑏𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑐𝑐𝑤𝑤  →  𝑏𝑏 =
𝐶𝐶

𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑤𝑤
実験可能な水準数（7.1.17）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(7.1.17) を変形して、実験可能な水準数 b を表します。これを 式(7.1.16) の b に代入します。これを r で微分してゼロとおきます。この詳細は省略します。
　これから、r^2 がもとめられ、平方根をとって式(7.1.18) が得られます。



最適繰り返し数の算出
測定回数 r の推定

表示7.1.2 の事例で試算
被験者コスト 𝑐𝑐𝐵𝐵 が測定コスト 𝑐𝑐𝑊𝑊 の 10 倍 or 100 倍と仮定

102

𝑟𝑟 =
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

�
𝜎𝜎𝑊𝑊
𝜎𝜎𝐵𝐵

 
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 10
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 100

�𝜎𝜎𝑊𝑊
�𝜎𝜎𝐵𝐵

=
9.48

13.91
= 0.682

（7.1.18）

要因 平方和 自由度 平均平方 F比 p値 分散成分 標準偏差 E [平均平方]
水準間(B) 3352.94 5.00 670.59 7.46 0.0022 193.55 13.91
水準内(W) 1079.33 12.00 89.94 1.00 89.94 9.48
全体 160.67 3.9329 40.85

𝜎𝜎𝑤𝑤2
𝜎𝜎𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟𝜎𝜎𝐵𝐵2

表示 7.1.2
 （一部）

p.254

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

表示 7.1.2 実験データと基本解析（一部）

𝑟𝑟 = 10 × 0.682 = 2.16 ≈ 2
𝑟𝑟 = 100 × 0.682 = 6.82 ≈ 7

�𝜎𝜎𝐵𝐵
�𝜎𝜎𝑊𝑊

測定回数 r

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　式(7.1.18) を使って、表示7.1.2 の事例で計算します。
　通常、被験者１人あたりのコストの方が１回の測定コストよりも高いので、被験者コスト c(B) が測定コスト c(W) の10倍、または100倍であると仮定します。
　オレンジ枠で示した標準偏差の推定値 シグマ(B)-hat とシグマ(W)-hat から、その比率は 0.682　です。これから、コスト比が10倍の場合 r は 2 回、コスト比が 100倍の場合 r は 7 回になります。



最適繰り返し数の算出
測定回数 r の推定

表示7.1.2 の事例で試算
被験者コスト 𝑐𝑐𝐵𝐵 が測定コスト 𝑐𝑐𝑊𝑊 の 10 倍 or 100 倍と仮定
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𝑟𝑟 =
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

�
𝜎𝜎𝑊𝑊
𝜎𝜎𝐵𝐵

 
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 10
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 100

�𝜎𝜎𝑊𝑊
�𝜎𝜎𝐵𝐵

=
9.48

13.91
= 0.682

（7.1.18）
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𝑟𝑟 = 10 × 0.682 = 2.16 ≈ 2
𝑟𝑟 = 100 × 0.682 = 6.82 ≈ 7

被験者コスト／測定コスト＝10
総コスト C 100,000 円

１人の被験者コスト c B 10,000 円

１回の測定コスト c W 1,000 円

被験者数 b 8.3 人

測定回数 r 2 回

被験者コスト計 b c B 83,333 円

測定コスト計 b r c W 16,667 円

被験者コスト／測定コスト＝100
総コスト C 100,000 円

１人の被験者コスト c B 10,000 円

１回の測定コスト c W 100 円

被験者数 b 9.3 人

測定回数 r 7 回

被験者コスト計 b c B 93,458 円

測定コスト計 b r c W 6,542 円

𝑏𝑏 =
𝐶𝐶

𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑤𝑤
=

100000
10000 + 2 × 1000

= 8.3

𝑏𝑏 =
𝐶𝐶

𝑐𝑐𝐵𝐵 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑤𝑤
=

100000
10000 + 7 × 100

= 9.3

（7.1.17）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　たとえば、グリーン枠で示したように、総コスト C=100,000 円、オレンジ枠で示したように、1人当たりの被験者コスト C(B)=10,000 円とします。1 回当たりの測定コストを、上段の表の 1,000 円と、下段の表の 100 円の場合を想定します。すなわち、上段の表はコスト比が 10 倍、下段の表はコスト比が 100 倍です。
　上段の表の場合、ブルー枠で示したように、測定回数 r=2 回 が精度の高い実験になります。被験者は式(7.1.17) から 8.3 人、便宜的に小数点第 1 位まで示してあります。被験者コスト計は 83,333 円、測定コスト計は 16,667 円、計 100,000 円になります。
　下段の表の場合、測定回数 r=7 回が精度の高い実験になります。被験者は 9.3 人、被験者コスト計は 93,458 円、測定コスト計は 6,542 円、計 100,000 円になります。
　



最適繰り返し数の算出
測定回数 r の推定

事例：化学分析では、前処理（有効成分の抽出）と濃度の測定の両方に誤差が含まれる
サンプルの前処理（b 回の抽出）＋ 濃度の測定（ サンプルごとに r 回の測定）
最も効率が良い r は，それぞれの段階の誤差とコストの大きさを配慮して決定
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b 回の抽出

r 回の測定
（𝜎𝜎𝑊𝑊）

（𝜎𝜎𝐵𝐵）
b 人の被験者

r 回の測定
（𝜎𝜎𝑊𝑊）

（𝜎𝜎𝐵𝐵）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　多くの実験では複数の段階で誤差が入ります。
　これまでは、薬剤を投与した被験者 b 人の血圧を r 回ずつ測定する事例でした。被験者の誤差シグマ(B) と測定の誤差シグマ(W) の両方の誤差を考慮しました。
　たとえぱ、化学分析では、有効成分の抽出などの前処理と濃度の測定の両方に誤差が含まれます。サンプルの前処理としてb 回抽出し、濃度の測定を r 回行う場合、最も効率が良い r は，それぞれの段階の誤差とコストの大きさを配慮して決定します。




最適繰り返し数の算出
測定回数 r の推定

事例：体重計による体重測定、血圧測定よりも誤差は小さいかもしれない
体重計の設置状況、乗った姿勢の影響、体調の影響、食事・排せつの影響などで
誤差が生じる
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b 人の被験者

r 回の測定
（𝜎𝜎𝑊𝑊）

（𝜎𝜎𝐵𝐵）

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　体重測定する場合は、血圧測定よりも誤差は小さいかもしれません。




最適繰り返し数の算出
測定回数 r の推定

表示7.1.2 の事例
被験者コスト 𝑐𝑐𝐵𝐵 が、測定コスト 𝑐𝑐𝑊𝑊 の
10倍、または100倍であると仮定
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𝑐𝑐𝑊𝑊
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𝜎𝜎𝐵𝐵

 
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 10
𝑐𝑐𝐵𝐵
𝑐𝑐𝑊𝑊

= 100

�𝜎𝜎𝑊𝑊
�𝜎𝜎𝐵𝐵

=
9.48

13.91
= 0.682

（7.1.18）
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表示 7.1.2 実験データと基本解析（一部）

𝑟𝑟 = 10 × 0.682 = 2.16 ≈ 2
𝑟𝑟 = 100 × 0.682 = 6.82 ≈ 7

𝜎𝜎𝐵𝐵と𝜎𝜎𝑊𝑊の比の大きさを把握しておくことは実験を計画する上で必須

水準 r 平均 1 2 3
B1 3 127.33 120 125 137
B2 3 135.67 139 138 130
B3 3 117.33 118 125 109
B4 3 138.33 132 148 135
B5 3 155.00 159 146 160
B6 3 114.67 102 132 110

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　以上の説明から、式(7.1.18) を使って、２つの誤差の相対的な関係から、精度の高い実験を行うための測定回数を推定しました。
　このように、シグマ(B) とシグマ(W) の比の大きさを把握していおくことは、実験の計画に必須です。



補足：乱塊法と変量効果
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　ここで、乱塊法と変量効果について、補足します。



１因子実験（乱塊法）の事例
４種類の薬剤（A1, A2, A3, A4）を取り上げ、薬効を比較
各薬剤を５匹（全部で20匹）の動物に投与して薬効を評価
５匹の母獣由来の新生仔４匹ずつ（B1, B2, B3, B4, B5）を、水準ごとに１匹ずつランダムに割付
母獣由来の個体差の影響を除去（ §3.1 １因子実験データ（乱塊法）p.110）

補足：乱塊法と変量効果
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ランダムに割付

B1 B2同一母獣由来の新生仔４匹

データと平均
薬剤＼ﾌﾞﾛｯｸ B1 B2 B3 B4 B5 行平均
　A1 10.8 9.9 9.7 10.4 10.7 10.30
　A2 10.7 10.6 11.0 10.8 10.9 10.80
　A3 11.4 10.7 10.9 11.3 11.7 11.20
　A4 11.9 11.2 11.0 11.1 11.3 11.30
列平均 11.20 10.60 10.65 10.90 11.15 10.90

表示3.1.1 データ

材料をブロックとした
乱塊法

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　§3.1 の「１因子実験データ（乱塊法）」の表示3.1.1 の事例を示します。
　４種類の薬剤（A1、A2、A3、A4）を動物に投与して、薬効を比較する飼育試験でした。各薬剤を５匹ずつ、全部で20匹の動物に投与して薬効を評価してデータを得ました。20 匹の実験動物は、５匹の母獣から得られた４匹ずつの新生仔（しんせいじ）です。このグループを B1, B2, B3, B4, B5 とします。これを１匹ずつランダムに４薬剤に割り付けします。これは、材料をブロックとした乱塊法になります。これにより、母獣由来の個体差の影響を除去できます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-1.pdf


１因子実験（乱塊法）の事例
ブロック（同一母獣由来の新生仔）は実験の主目的ではない
ブロックごとの「同一母獣由来の４匹」は、たまたまランダムに選んだ実験動物
同じ実験を再度行えば，別の母獣由来の４匹が実験対象になるため、平均値に再現性はない
乱塊法のブロック因子は「変量因子」

データと平均
薬剤＼ﾌﾞﾛｯｸ B1 B2 B3 B4 B5 行平均
　A1 10.8 9.9 9.7 10.4 10.7 10.30
　A2 10.7 10.6 11.0 10.8 10.9 10.80
　A3 11.4 10.7 10.9 11.3 11.7 11.20
　A4 11.9 11.2 11.0 11.1 11.3 11.30
列平均 11.20 10.60 10.65 10.90 11.15 10.90

補足：乱塊法と変量効果
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B1 B2同一母獣由来の新生仔４匹

固有の意味はない
再現性はない

ランダムに割付

表示3.1.1 データ

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　この事例で、ブロックとなっている「同一母獣由来の新生仔」は実験の主目的ではありません。ブロックごとの「同一母獣由来の４匹」は、たまたま選んだ実験動物です。ブロックB2 も同様です。同じ実験を再度行えば，別の母獣由来の４匹が実験対象になるため、平均値 11.20、10.60 などに固有の意味はなく、再現性はありません。
　すなわち、乱塊法のブロック因子は「変量因子」です。�



補足：乱塊法と変量効果
JMPファイルの読み込みと表示

JMP ファイル「3-乱塊法.jmp」を読み込み

データ
表示 3.1.1 と同じデータ（§3.1）
質的因子の１因子実験データ（乱塊法）、４水準、5 反復
水準の列名は「薬剤」、ブロックの列名は「ブロック」、
観測値：「y」 （欠測値なし）、「y*」（欠測値あり）

解析
［モデルのあてはめ］で、水準とブロックを一緒に解析
［モデル効果の構成］：（1）「薬剤」「ブロック」

（2）「薬剤」「ブロック&変量効果」
（［EMS］と［REML］）

「y」に対して (1) と (2)、「y*」に対して (1) と (2)
110

p.254欠測値あり欠測値なし

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　JMP ファイル「3-因子.jmp」を読み込みます（操作）。
　前のスライドのデータです。質的因子で、４水準、反復５の乱塊法による１因子実験データで、水準の列名は「薬剤」、ブロック因子は「ブロック」、観測値の列名は「y」です。また、「y*」は欠測値のある場合です。この両方に対して解析します。
　［モデルのあてはめ］で、欠測値のない場合とある場合について、それぞれ２通りの解析を行います。§3.1 と同様に（1）として、「薬剤」「ブロック」に設定して解析します。さらに、（2）として「薬剤」「ブロック&変量効果」に設定します。この場合、［EMS］と［REML］を使います。
　以上のように、観測値「y」に対して (1) と (2) の解析、観測値「y*」に対して (1) と (2) の解析を行います（操作）。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-1.pdf


補足：乱塊法と変量効果
JMP［モデルのあてはめ］（欠測値なし）

ブロックを変量効果に指定しない
分散分析表

ブロックを変量効果に指定
EMSで解析した分散分析表

両者は一致

111

「薬剤」「ブロック」

「薬剤」「ブロック&変量効果」 （EMS）

p.254

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
 欠測値のない場合です。上段は、ブロック因子を変量効果に指定しない場合の分散分析表です。下段は、ブロック因子を変量効果に指定して EMS で解析した分散分析表です。両者の結果は一致します。



補足：乱塊法と変量効果
JMP［モデルのあてはめ］（欠測値なし）
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「薬剤」「ブロック」

「薬剤」
「ブロック&変量効果」

（EMS）

（REML）

３者は一致

p.254

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　欠測値がない場合です。上段は、ブロック因子を変量効果に指定しない F 検定の結果です。中段は、ブロック因子を変量効果に指定して EMS で解析した F 検定の結果です。下段は、ブロック因子を変量効果に指定して REMLで解析した F 検定の結果です。三者の薬剤のF検定の結果は一致します。



補足：乱塊法と変量効果
JMP［モデルのあてはめ］（欠測値あり）

ブロックを変量効果に指定しない
分散分析表

ブロックを変量効果に指定
EMSで解析した分散分析表

両者は一致
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「薬剤」「ブロック」

「薬剤」「ブロック&変量効果」 （EMS）

p.254

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
 次に、欠測値がある場合です。上段は、ブロック因子を変量効果に指定しない分散分析表です。下段は、ブロック因子を変量効果に指定して EMS で解析した分散分析表です。両者は一致します。



補足：乱塊法と変量効果
JMP［モデルのあてはめ］（欠測値あり）
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「薬剤」「ブロック」

「薬剤」
「ブロック&変量効果」

（EMS）

（REML）

REML はやや異なる

p.254

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　欠測値がある場合です。上段は、ブロック因子を変量効果に指定しないF検定の結果です。中段は、ブロック因子を変量効果に指定して EMS で解析した F 検定の結果です。両者の結果は一致します。しかし、下段の REML で解析した薬剤のF検定の結果とはやや異なります。



補足：乱塊法と変量効果

 乱塊法におけるブロック因子の取り扱い
乱塊法のブロック因子は「変量因子」

JMPを使う場合
ブロックを「変量効果」に指定してもしなくても、結果は同じ
ブロックは補助因子であって，実験の主目的ではない．
薬剤間の効果が正しく評価できれば良いということであれば

変量因子の指定を省略してもよい（欠測値の有無に関係なく）
欠測値がある場合、変量効果を指定してREML で解析すると異なる結果になる

（欠測値のある場合の乱塊法の解析 → §3.3 ）
（２因子実験における乱塊法の拡張 → §7.3 ）
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　これまで説明してきたように、乱塊法のブロック因子は「変量因子」　です。
　JMPを使う場合、ブロックを「変量効果」に指定してもしなくても、結果は同じです。　ブロックは補助因子であって，実験の主目的ではありません。したがって、薬剤間の効果が正しく評価できれば良いということであれば、変量因子の指定を省略しても問題ありません。ただし、欠測値がある場合、REML で解析するとやや異なる結果になるので注意が必要です。欠測値のある場合の乱塊法の解析 は §3.3 で説明しましたので、参照してください。また、２因子実験への乱塊法の拡張を §7.3 で取りあげます。

https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-3-3.pdf
https://mkkmkk.com/wp-content/uploads/Green2-7-3.pdf


補足：次節との関係
次節 §7.2 枝分れ実験

との関係

今回：オレンジ枠の部分の解析
変量因子

次節：ブルー枠の部分の解析
母数因子の実験に
変量因子が含まれる場合

116

1 2 ・・・ k ・・・ r
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𝑦𝑦2𝑏𝑏1      𝑦𝑦2𝑏𝑏2                    𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑖𝑖                   𝑦𝑦2𝑏𝑏𝑟𝑟    𝑦𝑦�2𝑏𝑏�   

𝐴2

𝐴𝑖𝑖

𝐴𝑎

𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖1       𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2                      𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖                     𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖�         𝑦𝑦�𝑖𝑖��  

𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖1      𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖2                     𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖                    𝑦𝑦𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟  𝑦𝑦�𝑎𝑖𝑖�       𝑦𝑦�𝑎��  

表示 7.1.1 データの形式
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変量因子

母数因子

プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
　今回は、オレンジ枠の部分を使って、変量因子の実験データの解析について説明しました。�　次節 §7.2 では、ブルー枠の部分を使って、母数因子の実験に変量因子が含まれる場合について説明します。



まとめ
1因子実験の２種類の因子

母数因子：固有の意味を持つ 水準間の効果を推定
変量因子：固有の意味を持たない 水準間のばらつきを推定

変量模型
変量因子を扱うモデル
変量模型の１因子実験では、水準間 (𝜎𝜎𝐵𝐵2) と水準内 (𝜎𝜎𝑊𝑊2 ) の2種の誤差がある
𝜎𝜎𝑊𝑊2 は 𝑉𝑉𝑊𝑊で推定
 𝜎𝜎𝐵𝐵2 の推定には 𝑉𝑉𝐵𝐵 から 𝜎𝜎𝑊𝑊2 を除く（そのため、 𝜎𝜎𝐵𝐵2 の区間推定は近似）

最適繰り返し数の推定
変量因子の実験で推定された2つの分散から計算
この考え方は次節以降の実験を計画するときに役立つ
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プレゼンターのノート
プレゼンテーションのノート
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